LOS METODOS DE INTEGRACION

POR

CArrLos WARGNY
PREAMDBULO

Con el objeto de facilitar el estudio del Caleulo Integral,
he reunido en este articulo los diferentes métodos de inte-
gracion que mencionan los textos de Cileulo, i los he dispues-
to siguicndo un drden sencillo i natural, principiando por las
reglas mas elementales i aplicandolas o ejercicios  ade-
cuados.

Presentada de esta manera la Integracion, como una sim-
ple operacion aljebraica, el principiante no encontrara difi-
cultad en elejiv el mctodo apropiado para integrar una dife-
rencial dada, i habra adquirido Ta practica necesaria en las
operaciones aljebraicas que sirven para trasformar las fun
ciones,

En los seis primeros capitulos de este eserito, se dan a co-
nocer o= metodos de integracion i en los restantes, e hile-

aran las hanciones. clasificadas convenientemente,



204 MEMORIAS CIENTIFICAS 1 LITERARIAS

Los ejercicios que no son orijinales llevan el nombre del
autor i el namero de la pajina de la obra de donde han sido
sacados.

Valparaiso, octubre 20 de 1905.

CARLOS WARGNY.

CAPITULO PRIMERO

Ut'/lu/rim/:'s

1. Integral, En el Caleulo Integral, la funcion primitiva:

y=f (x) (1)

es la integral de la diferencial.

dy=I" (x)dx. @

2. Integracion. La integracion es la operacion inversa de
la diferenciacion, i su objeto es encontrar la funcion primi-
tiva cuando se da su diferencial.

3. Signo de inteyracion, La integracion se indica por me-
dio del signo [, que se lama integral 1 es analogo al signo
diferencial (.

L. Empleo del signo | . Para indicar la integracion de (2),
se antepone el signo integral a los dos miembros:



Jdy=y xidx; (3)

i efectuando la integracion, debemos llegar a la funcion pri-
mitiva (1.

D. Destruccion del signo . La simple comparacion de (3)
1 (1, nos dice claramente que

" dy=y; (4)

i este resultado esevidente, porque, segun la definicion de
este caleulo, la integral de la diferencial de una funcion es la
misma funcion,
Deducimos de ésto que los signos ;1 d se destruyen
cuando se encuentran inmediatos, como en la formula (4.
Conforme con lo anterior, tendremos que

5ol =i

i. en jeneral,
e Gt — A )

6. Integrales fundamentales. Comparemos aliora los segun-

dos miembros de (31 (115:
JF(x) dx=t (x) (H)

Aqui, para encontrar la funcion primitiva, hai que pasar
de J P{xidx a fix;: lo que se consigue trasformando 1a
diferencial en espresiones simples o fundamentales, cuya in-

teoracion se sabe hacer.
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1. Integracion inmediata: Estas integrales fundamentales
se encuentran  empleando la iutegracion inmediata, método
que consiste en incertir las reglas de la diferenciacion.

8. Trasformaciones, Las trasformaciones que puede tener
una diferencial compuesta. para convertirla en una o mas
integrales fundamentales, son de cuatro clases. a saber:

I. Trasformaciones aljebraicas:

[I. Descomposiciones:

III. Integracion por sustitucion:

IV. Integracion por partes.

Toda la dificultad gue presenta el Caleulo Integral estriba
en saber hacer estas trasformaciones, para lo cual se nece-
sita principalmente practica en el caleulo aljebraico.

O, Flementos de una /'uh"./r(//, —De (3) 1 (4) sacamos:

En la integracion indicada del sezundo miembro. se dis-
tingue la derivada primera Z7 (] de la diferencial d.z de la
variable independiente.

Esta derivada es una nueva funcion de . i es propiamente
la funcion que hai que trasformar.

10, Princirio.—7Foda /‘II// ian tiene /I/I(If///t!//'(l/_- -De lo
que precede se desprende que el Calenlo Integral trata de la
integracion de las funciones, sin tomar en cuenta si ¢stas son
derivadas de otra funcion o no: i admitiremos como evidente
que toda funcion tiene una integral.

Segun este nuevo modo de considerar la integracion, es-
cribiremos

[T (=) ds=—f(x)

11, Sub-indice de la integral.—Iin la integracion de las de-
rivadas o funciones, se reemplaza el factor diferencial de
por el sub-indice ., que afecta al signo de integracion:
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==l =5

S (x) dx=/, [ (x)

12. Clasificacion de las funciones.—Las funciones que hai
que integrar, se clasifican. como en el Caleulo Diferencial,
del modo siguiente:

{ Racionales: enteras o fraccionarias

Aljebraicas .. .. - :
J | Irracionales

e e iy, Esponenciales i logaritmicas
ri

(
| Trigonométricas i circulares

13. Comprobacion.—Se comprueba una integral, diferen-
ciandola. Por ejemnplo. siendo . la integral de dx; tendremos
como comprobacion, d ()=d.z. Del mismo modo, si

Jhdeg) aba=ir ) S ahineg =69 ebe
a bien
d [f (x)=f(x) dx
14, Constante de lu integral.—A toda integral de una fun

cion debe agregarse un término constante.

St diferenciamos las dos funciones

V=17,

llegamos al mismo resultado,
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doy—dx;

porque en la diferenciacion el término constante desaparece.
Es por esta razon que al integrar una diferencial. debemos
agregar esta constante i escribir:

Jib—=sEle

Del mismo modo tendrernos que

T da—=tix)1-C .

El valor de esta constante puede ser nulo como en el pri-
mer ejemplo, o diferente de cero. como en el segundo.

Podemos observar, por ser la constante ¢ un valor inde-
terminado, que una funcion tiene un namero infinito de
integrales.

Mas adelante se vera que la constante de una integral se
puede determinar entre ciertos limites.

1o, Iutegrales indefinidas @ definidas.—T.a formula T nos
indicit que la inegracion de las funciones consta de dos
partes: la primera tiene por objeto calcular la funcion pri-
mitiva, sin atender al valor de la constante; i en la segunda,
se determina este valor.

El primer resultado lamase integral indefinida; 1 con el
segundo, se obtiene la infegral definida.

Comenzamos este estudio con el caleulo de las integrales
indefinidas.
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CAPITULO 1II
Integracion inmediata

16. Regla del signo.—La integral tiene el signo de la dife-
rencial:

Igualmente,

17. Trasposicion del signo.—LEl signo de la diferencial pue
de anteponerse al signo de integracion sin que varie la in-
tegral:

fi(Eidx)y= £ fdx b3

.

La trasposicion del signo es una consecuencia evidente de
la regla del signo. Tendremos asi que

TOMO CXX
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I8, Regla del coeficiente. — L integral tiene el mismo coefi-
ciente de la diferencial:

/ (adx) = a x.

Lo que se comprueba facilmente, si diferenciamos:

d(ax)=adx

Del mismo modo,

Ve Ak (X)=aili(x)

19. Trasposicion del coeficiente.—I] coeficiente de la dife-
rencial puede anteponerse al signo de integracion sin que
varie la operacion:

JE el =a Gl = s

lLas reglas relativas a la integracion del signo i coeficiente
de una diferencial son las inversas de la diferenciacion, por
que siendo

d(+ ax)= + ad x;
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inversamente,

[(*+ adx)=+ a [dx= & ax.

En jeneral, de

di+ afx)]= £ af(x)dx,

se deduce:

[+ af(x)dx] =i e i ()

Observando estas dos reglas, la integracion de + a I (x)
d x =ereduce ala de f (x) d x.

200 introduccion de wp wwero coeficiente—TLa integral no

: 5 e . m
varia cuando se introduce un coeficiente de la forma 1=
m
Esta trasformacion de la integral puede hacerse de dos
mancras diferentes:




MEMORIAS CIENTIFICAS I LITEKARIAS

( m "1 X
dx= [—dx=m|—dgs=m — =x
m m

o bien,

1
= — | mdx=—. mx=x
m m

El objeto de esta operacion es completar una diferencial
i es la mas sencilla de las trasformaciones aljebraicas.

Ejercicios

1. f D= [2dx:2[_dx=3x.
X
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7 , f'+i B

a+b |
- f
=0

a—Db

’ ata. bif (x)j=a(a, b)f(x)
X

’ a (2, b) f(m, n, x)=a(a, b) f(m,n, x).
X

P /.’4'!/7/7 del esponente,

La integral de una potencia se
obtiene aumentando el esponente en una unidad i dividien-
do la nueva potencia por su indice:

XN+ I
o

n-+ i

Se encuentra sin dificultad que esta es la regla inversa de

la diferenciacion de una potencia, como lo indica la com
probacion:

Ll esponente puede ser entero, negativo o fraceionario:

noes negatico:



Xx—Nn+ I X
Vi
z —n+ | () —=n)x"

De este modo se integran las funciones
porque

i n
S =
xI'I
n es fraccionario:
sl M
. Lt n
L5 X nx
X" = = | =
l +n
— +1
- n
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fraccionarias,

Esta transformacion se emplea en las funciones irraciona-

les, porque
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Ejercicios

2 XO+1

{ = XOX= — =X
1. X XOx 0+1 X
11 1= | dx=x

X
L
111. x=xit1: (L3-1)= =50 -

= 2
1 - I s
V. X2= —x

. 3

Z x[\+2] x2x®
V. xn+Fl— — =

5 n+: n+2
vl. j xp—I1—=—x"

N n

i . |
X11 ’nlyfx-"tlx.'.yf Z

( 1 : o S Sl T Sl 1%

e ; Will 9

1% " et ] X dx=— T s, (Williamson, 2)

. ; . ~1
1
X s = x—n-1dx= -
. Xnt1 nx

(Continuard)





