CALCULOS JEODESICOS

POR

ALEERTO O ERECEHT

La jeodesia se ocupa de determinar la forma i las dimen-
siones de la superficie de la Tierra o, mas exactamente, de
la superficie ideal normal, en ¢ada punto, a la direccion de
la vertical en este punto. Esta superficie se llama JEOIDE.

Las medidas directas ejecutadas en varias rejiones de la
Tierra parecen indicar que el jeoide tiene aproximadamen-
te 1a forma de un elipsoide de revolucion cuyo achatamiento
es del 6rden de 1/300. A la verdad, una teoria reciente (*)
de la figura de los cuerpos celestes asigna a éstos i.a la Tie-
rra una forma un poco distinta; sin embargo, si se considera
un elipsoide osculador, en cada punto de la superficie teori-
ca, el eje ecuatorial i el achatamiento de éste tienen una
variacion casi inapreciable, desde el polo hasta el ecuador.

En consecuencia es lojico admitir que la rejion definida
por las visuales jeodésicas que parten de unpunto cualquie-
ra de la Tierra es asimilable a una porcion de elipsoide de

(*) Congreso Cientifico Pan Americano, 1908. I‘lgum de Tos cuer-
pos celestes por A. Obrecht.
TOMO CXXVIII .-V {
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revolucion. Pero Ia forma de este elipsoide osculador no se
conoce i el objeto de la jeodesia es precisamente de deter-
minarla exactamente. ~

El método consiste en adoptar ciertas dimensiones apro-
ximadas para deducir, en seguida, sus correcciones de la
comparacion entre el calculo i la observacion.

Se ha elejido aqui, como primera aproximacion, el elipsoi-
de calculado por Bessel; sus dimensiones son:

Semi diametro ecuatorial a=6.377.3917 métros

log a=6,804.6435

-1
= 299,15

. Achatamiento €

log £=3,524.1110

Las férmulas que se encuentran a continuacion son, por
lo jeneral, mas sencillas que las usuvales, 4 pesar de tener la
aproximacion exijida en la jeodesia. ‘

" En varios cilculos es necesario deterininar el seno o la
tanjente de un angulo pequeiio, conocido el angulo en se-,
gundos de arco o, vice-versa, determinar el angulo,conocido

‘su seno o su tanjente. En estos casos, es conveniente em-
plear la Tabla I, en la cual se encuentran los valores de
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espresados en unidades de la sétima decimal, con el ar-
gumento log x; @ es el angulo espresado en segundos.

Es conveniente tambien sustituir, al seno o a la tanjente,
sus cocientes por sen 17, Se tlene entonces

log x—b‘:log( Sn e )

sen 1”

sen &

Zog 177

)—}—S—Zogac

Lo mismo para las tanjentes.

CAPITULO 1

DESARROLLOS TEORICOS

Curvatura de las lineas jeodésicas del elipsoide de revolucion

Sean a i b los semi ejes ecuatorial i polar de un elipsoide
de revolucion; M uno cualquiera de sus puntos; x, ¥, 2 las
coordenadas de M respecto de un sistema de tres ejes rec-.
tangulares dirijidos, los dos primeros 0X; OY, en el ecuador
i OZ segun el eje de revolucion; MN=N la gran normal i
A, 4, v los cosenos directores de MN; se tienen las foér-
mulas

x2? y? 22 .
TR t7r =1
A i v —1




576 MEMORIAS CIENTIFICAS 1 LITERARIAS

De éstas se deduce

A2 x2 oyt 2o

at at + at + b4
7

i tambien .

a':+7\N=o>
Yy+ublN=0
. o_p2
it v N =— qbz 2

)

Sean, en el punto M, ds un cambio de lugar elemental cual-
quiera sobre el elipsoide i a, B, y los cosenos directores de
ds; se tiene, segun las ultimas relaciones, :

. dN ax
et At Ngr=o

© dN du
Btuge+ N =

anN dv a®—bt
vhy g VN T Y

Abora, si ds es un elemento de una linea jeodésica, la
normal principal en M coincide con MN isus cosenos direc-
_tores son A, u, v. Sean enténces &, », {1os cosenos directores
_ dela binormal, 7 i p los radios de curvatura i de torsion.
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En los Tratados de Calculo infinitesimal (*) se establecen las

. relaciones

ar e £
ds r P
d

G __ B, 2
S r P
dv ¥ ¢

@ T,

Luego, al combinar estas férmulas con las anteriores, se

deduce

N a2 — b2
T\=— = y ¢
dN a2_b2v
ds - b V7

Egstas ecuaciones definen la curvatura, la torsion i la va-
riacion de la gran normal en los puntos de una linea jeodé-

sica del elipsoide de revolucion.

(*) Céleulo Inf. por A. Obrecht. Tomo III, pdj. 11,
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"~ Se deduce tambien de la primera ecuacion

A(NY_a—b o 2 dN
ds(r)_ . YT T r ds
Luego
1 dr 3 4N
r ds N ds
O sea
.
=

Por consiguiente el cociente del radio de curvatura por el
cubo de la gran normal queda constante en los puntos de una
misma linea jeodésica del elipsoide de revolucion.

Sean ahora ¢ la latitud jeodésica del punto M, es decir el
angulo de 1a normul en este punto con el ecuador; 4 el azi-
mut de la linea jeodésica, en M se tienen las formulas

')'/=cos¢cosA
{ =cosgpsend

14 =—sen¢

Sea, por otra parte, ¢ el achatamiento. Si se desprecia
<2 se deduce, de la ecuacion de la elipse meridiana,

N=a(14¢ sen2 ¢)
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Luego, al mismo érden de aproximacion,

( r=a(l-+ esen? ¢ — 2 ¢ecos? ¢ cos 4)

(1) | %—:—-—;—cos_é¢sen2A
( £1=3'esen2¢cosA

ds \
Diferencia entre un arco de linea jeodésica i su cuerda

Se considera, en el punto #, un sistema de tres ejes de
coordenadas dirijidas segun la tanjente X’ a la linea jeo-
désica que pasa por este punto, la normal principal MY’ i
la binormal M 2’; sean, respecto de estos ejes, ' y’, 2’ las -
coordenadas de un punto M’ de la linea jeodésica i s el arco
MM’; se tienen las siguientes formulas (¥)

, - §8 s4 dr

Q= § — Lo
=T e T Em @ T
, §2 8  di

@ ) V=5 Fm @t
) ' 53
=6pr+"

Sea tambien ¢ la cuerda MM’; se deduce de (2)

84 85 ar

c2=,5‘2_i2—’r2—+w—?ds—+,-.

(*) Loc. cit, pdj. 13.
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Luego
§2 83 ar ‘
e=s(1— g+ 3o &t )
O bien

c—__—2rsen + 3¢ ar 4..
_ 24 738 ds

Segun Ilas ecuaciones (1) i al 6rden de aproximacion de
2, el segundo término de ¢ puede reemplazarse por

s
-871?6 sen 2 ¢ cos 4

Sea A el angulo; espr esado en grados, de las vertlcales
de Mi M ’s el caleculo numérico da

sS4

T €= O,met 000.25 L¢

En la practica de -la jeodesia, A queda siempre menor
que.3 unidades, para este valor de A el término considera-
do es igual a dos centimetros; luego su valor es siempre des-
preciable i se puede escribir simplemente

s
C=2 71 sen —

2r
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Veamos ahora la precision con la cual es necesario calcu-
lar el radio de curvatura ». Se deduce de la féormula an-
terior

c “03
5 =T ot

8 =2 r arc sen

Luego un error 8 r sobre el radio de eurvatura produce,
sobre el arco, un error ‘

c3 )
68 = —ms—é‘?‘

Sea, por ejemplo, 87 = a¢; se cbtiene, en esta 'hipétesis,

¢ §=A3 centimetros

Este valor de'd s es tambien despreciable en la practica
de la jeodesia; luego, a la superficie de la Tierra; un arco de
linea jeodésica, hasta de 300 Kkildmetros, puede reemplazarse
por un arco de circunferencia cuyo radio tenga un valor apro-
ximado del drden de ac; el error correspondiente es igual a
/\3 centimetros, siendo A el angulo espresado en grados, de
las verticales en los dos estremos del arco.

Azimutes de los puntos de una linea jeodésica

En el punto M, considerado mas arriba, la vertical es el
eje M y’ Sea « el angulo que forma - el plano ¥y MM con
¥ Max'; se tiene

2
K=-—a7’
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Luego, segun las formulas (2),

82 -
6pr

K =

O bien, si se reemplazan » i p por sus valores (1),

= — =% ost gsen2d
k= — o cos? ¢ sen .+“

El calculo numérico da
£ = — 0,036 A2 cos? ¢ sen? 4

Este valor puede despreciarse en la practica, luego, a la
superficie de la Tierra, un arco de linea jeodésica, hasta de 300
kilémetros, puede reem]jla;m-se por la seccion plana del jeoide
definida por los dos estremos del arco i la vertical de uno cual-
quiera de ellos. .

/

RESOLUCION DE LOS TRIANGULOS JEODESICOS

Las tres cuerdas de un triangulo jeodésico definen un
triangulo plano cuya forma queda invariable cuando se
reemplaza el jeoide por otra superficie cualquiera que pase
por los tres vértices. -

Si se considera, en particular, una esfera de radio arbi-
trario R, los tres arcos de lineas jeodésicas pueden reempla-
zarse por log arcos de circulos maximos correspondientes de
la esfera R si la diferencia entre R i los radios de curvatura
de las lineas jeodésicas es del érden de @ ¢. Ahora, en un
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punto cualquiera situado en el interior del triangulo jeodé -
sico, el radio de curvatura de una linea jeodésica de azi
mut A4 es

* =a(l4+esen ¢ — 2ecos? ¢ cos? A)
=a (1—ec0s2 ¢ — ¢ cos? ¢ cos 2 A)
Sea entduces

R=a(l—ccos2¢)

Si se adopta este valor de &, los lados del tridngulo jeo-
désico podran reemplazarse por los correspondientes del
triangulo esférico.

En cuanto alos émgulos diedros, sean C,C’, C” los tres vér
tices del trianguloi ¢, ¢, ¢’ las cuerdas correspondlentes en
el trlangulo de las cuerdas se t1ene :

c2—|—c —2¢ ¢’ cos C

Sean, por Qtra; parte, s, §’, s’ los tres lados del triangulo
jeodésico; @, «’, &’ sus proyecciones sobre el plano tanjente
al jeo'l‘de en C; ¥, ¥’ las distancias de C’, C" a este plano;
r', v los radios de curvatura de s, s en el punto C; se tie-
nen las formulas

? T
? b 8,3 1ot § 3 ' 82
m=3—6/’,2 c =8 24,,'72 Yy= S
§"3 $’3 §7’2
’ 7 Mot "
x =8 ey =3 S Y 5
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*Sea tambien S el angulo dledro, en C, del triangulo jeo-
désico, se tiene

2 =2+ &2 —2x x" cos S
¢t =a 4 (y—y)P-

Luego

8’2 8”2 sl S”
cos 8 == cos C( 1+

8,',}2 + 81,1_72 - 4’)"1'”

En el triangulo esférico de radio R el angulo C queda el
mismo i S se cambia en S+§ S, luego

cos(S-l—aS):cos(“(l-!— s’2+s’2,)_ 5’57

8 R? AR
Sean
r= R+87 .
‘, e R;|-6 r”’
Se tendra
| senS.58= L 57457 §17) cos C—s' 8" (8 r+817)

4 R2

Para avaluar el 6rden de magnitud de § S se puede supo-
ner el tridngulo equilateral; en esta hipétesis, se tiene
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0,017 s2

$0=——zs

(6 rl+ 61‘”)

O bien, si se designan por 4A’, 4" los azimutes de s, 8",

L3

o 0BTT es?
(siS~ 4 a2

cos? ¢ cos (4’ + 4”)

'
|
I
\

El calculo numérico da

38=0,"03 A2 cos? ¢ cos (A'+A4")

Se ve que este valor de ¢S es despreciable en la practica;
por consiguiente se puede sustituir al tridngulo jeodésico,
otro triangulo trazado sobre la esfera de radio B.

i Teorema de Legendre

Cuandd ‘8e conocen los tres angulos de un triangulo jeodé-
sieo 1 uno de sus lados 8, los otros doslados se pueden cal-
cular como los de un triangulo esférico de radio R. Por
" ejemplo, para el lado ¢, se tiene

s.en s sem s senS
R R sen 8
De aqui resulta
'}
il arc sen eén s sen S
R TR osem S
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s sendS 1 sen s sen3 §
R sen S 6 R send3 8

= 8en

s 1 s3 Ysen S 83 sen3-§ +
S\ T ) senS T 6 RS sens S

Por consiguiente

s sen S’ 83 senS’/l_ sen? S
T T senS  6R: send \ sen? S

Se averigua que los términos no escritos son desprecia-
bles en la practica.

Legendre tuvo la idea de poner

. sen (8 —ux)
sen (8 —x)

Enténces la incégnita « esta definida por la ecuacion

sen (S—x)  send 2 senS . sem?§
sen (S—w) senS  6Rt send | sen2 S
O bien
sen x 8 sen §’ sen ('S +8)
sen (S—x) 6K ~  sén2 S

De aqui se deduce, con suficiente aproximacion,

© 82 sen S sen S’

= BRe sen S
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Si T es el area del triangulo, se obtiene
T

o L L
-~ 3 R

El cociente de T por R? es el exceso esférico del tridngu-
lo, luego un tridngulo. esférico puede resolverse como wun
tridngulo plano si se quita, a cada uno de los dngulos, la ter-
cera parte del exceso esférico.

Este es el teorema de Legendre. -

Segun este teorema, el achatamiento del elipsoide oscula-
dor influye unicamente sobre el valor del exceso esférico i
se tiene

_ I T =L oe X coso
TT R a2 (1 —ecos2¢P @ cem C08ae

Bl segundo término es jeneralmente despreciable; en efec-
to, en el caso de un triangulo-equilatero de 111 kildmetros
de lado, su valor alcanza solo

0,18 cos 2 ¢

lo que equivale a 0,706 cos 2 ¢ sobre cada angulo.
En los calculos numeéricos se escribe

7-=2Tk

i el coeficiente k& se espresa de tal modo que el producto
2 Tk representa segundos de arco (Tabla IT).
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CAPITULO II

QONOCIDAS LAS COORDENADAS JEOGRAFICAS DE' DOS PUNTOS, DETHR-

MINAR $U DISTANCIA I LOS AZIMUTES DEL ARCO DB UNION EN SUS

DOS ESTREMOS.
Latitud reducida

Las coordenadas de los puntos de ina elipsé pueden es-
presarse por medio de las formulas '

x = acosd

y=>=bsen 8

Sea ¢ el énghlo de la normal con el eje de las abcisas, se
tiene

dx a :

En el caso de la-elipse meridiana del ‘jeo'l’de ¢ representa
la latitud jeografica; se dice que 0 esla latitud reducida.
Sea ¢ €l achatamiento de la elipse; se tiene tambien

1
tg¢ = _l—e tg 0
g0 =(1—e tg ¢

Estas dos férmulas pueden reemplazarse por desarrollos
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en series. Para esto se parte de las relaciones

tg8=Q0+2)tga

@

il

KR

o+ -
—

x x 2
sen 2 a -( )sen4a+-~
x 2a+ 2 \2+=z :
HEn el caso presente se tiene

e -1 € 2
— ; 04 ..
- sen2 0+ 2( )senzl +

p=0+ T e

€

. | 1, L
f="¢p ~ - sen 2 ¢ + 2(2__6)367?,4(/)—}— .

»
Los términos no escritos no alcanzan a 0,001 i son, por

consiguiente, despreciables.
En el caso del elipsoide de Bessel se tiene

L2

Zog( 5 ) = 2,538.2326

(= )2 ~ 072891

Distancia, en linea recta, de los dos puntos.

Sean ¢, ¢’ las latitudes jeograficas de los dos puntos; 7i
sus lonjitudes. Se calculan, en primer lugar, las latitudes
reducida;s i se elijen tres ejes de coordenadas rectangulares
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de tal manera que OZ sea el eje de re

Z0X el meridiano de uno de los puntos.

rectilineas de los dos puntos son enténce

X' =acos 0 cos

volucion. del jeoide,
Las coordenadas

#=acos 0 r—1n
y=0 y'=acos§ sen|(l —1)
2=bsen 0 Z’=bsen @

Sea ¢ su distancia en linea recta, se tie

¢ = a2 cos? @ -} a? cos? 6—2 a2 cos

+ b2 (sen O'—sen 0)2

ne

8 cos.@cos (I — 1)

~O bien, si e es la escentricidad de la elipse meridiana,

¢ = a2 2~ 2cos6cos 6 cos (F—1) ~4e2 sen? ; cos? -—2——-}
o=l ., 0—6. , =1 , 0'+6
=4 a? | cos? £} sen? —+ sen? -5 cos® —
? 6’ + 6 \
2
— €2 gen? 5 o 5 }
Se pone, en seguida
| sen 9 ;0 cos L ;] = seh-%z— cos M
(1) _ 9,' ] -
A sen - 0S8 ;- = gen I’H sen M

5
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o
ise obtiex|1e

m 840 r—1)\
2 = 402 sen? -—-r 1 -—.e2 cos? M cos? sec? J

2L . 2
Sea todavia

1

Se tiene

Se puede poner,

Sen w =—

i se obtient asi

e cos M cos ——

&+ 0
2

—- 8eC

. m
= 2 a Sen -5 Cosw

acosw =

8
N —= ==~

2

s
¢ = 21 sen g

P

)

en el valor de c,

7’

29

Distancia de los dos puntos sobre el jeoide

Bajo esta forma se ve que ¢ representa la cuerda de un

arco s’ en una cn‘cunfel encia de l‘a,dlo 7’
del arco s difieren entre si de una cantidad me-

curvatura

. Este radio i el de
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nor que a c; luego, al drden de aproximacion de A 3 centime-
tros, se puede sustituir s a &' i se tiene simplemente.

§=0 MCOSW

Azimutes del arco en sus dos ¢

Se ha demostrado que el arco de linea
los estremos de una visual jeodésica pue

stremos

jeodésica que une
de ser considerado

como situado en el plano definido por lestos estremos i la

vertical de uno cualquiera de ellos; sean
yeccion de s sobre el horizonte de uno de
azimud de s en este punto; se tendra

o sen A=y —y
a cos: =—(x' - x)sen ¢ - (2

Estas férmulas suponen que el azimut

entdénces & la pro-
los estremos i 4 el

—2) cos ¢

se cuenta a partir

del meridiano Norte hicia el Este, desde 00 hasta 3600,

Si se reemplazan ahora las coordena;
sus valores, se obtiene

%— sen A=cosq’ sen (I' 1)

. a
—-cos A =sen ¢ [ cos 0—cos §'cos

+(1 —e¢)

De éstas formulas se pueden deducir o

das rectilineas por

-0}

cos ¢ (sen §'—sen )

tras analogas para
Para esto se cam-
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biara 6, ¢, 1 en 0, ¢' U i vice-versa. Sz averigua asi que 4’
es aproximadamente igual a 1800 — 4. Se pone en conse-
cuencia :

A=58_5%
2
A = 1800+ B+ .g_
i se tiene

a a R
— sen {‘B———2-4‘, = cos &' sen (I'—1)
T { a
z 2= cos B .
— sen lB—[— 5 cos 9 sen (I'— 1)

+(1 — €) cos ¢ (sen O'— sen 0)

—Z—- co.sz + —;—-]zsen ¢ {cosOcos (' ~1) —cos & }
+(1 — ¢) cos ¢’ (sen @' -- sen 6)

De las dos primeras se deduce

2% sen -;— c0s B = (cos 6 — cos &) sen (I'— 1)

@)

-. 2.% cos -%- sen B == (cos O + cos 0') sen (I'— I
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i de las dos ultimas

’;Z (sen ¢ +sen ¢’) (cos @ —cos ") 2
21—cos%cos B=cos'l'7- '
a +(1—¢)(cosp+cosgp’)(sen@ —sen 6),\,

, —(sen ¢’ — sen ¢) (cos O +cos ') 2

y —

+ sen®

2 |4 (1 —e)cosg +;cos o) sen@ —sen 9)>
O bien

’—1 g
T cos <L cos B=9 cos? " cos 2= os
2 P 08 2 COSB 2605‘ 2 ' oS 2 (o1 2

(cos @ —cos8’) Itg ¢;—¢ + ]6—’.—7—6
. . tg 5

}.._ b J ' ? —_ Ql—
vt cos R €08 6 +-6 €08 == ¢_ cos GX

2 2 2 2 2

+ 4 sen®

'. l—-~ - .' @]—‘@ ‘\,
— tg jl._é_i’_.;.u_e)tg. 5 J‘

Se tiene ahora

¢+ ¢ l—e 2 _s (9 —9p
lg ) + 720 sen(g v P) ) 7 + ...,
th .

o g :
— g Et (1= gtg T m = el - ot gt
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i se puede escribir, en los términos en ¢,

(' — @2 + (F— 1)2 cos? ¢ = A2

Enténces
) : 2 cos? l;Zco.9¢2_¢
8) 2 — cos—cos B— . —~ (cos@ = cos®
(3) P 5 C0 gen.(.é-—-l——(p.— ( | )
' 2

— (¢ — ¢) B2 cos? ¢

Al combinar (3) con (2) se obtiene

¢
tg_a'— sen ) l’—l
2 ’ T2
cos ¢ ¢
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Ahora
cos o—6 '
5 A2 :
—,i—:l—e cost Acos2 ¢+ ...
cos ¢ —¢ '
2
¢+ ¢ .
sen -
.2 . 0’-]—0 e 2
—_ f 2 — 17 o 0082 A cos?
. 610 1 + ecos ) 5 cos2 A cos? ¢
2
-2
4 €% cost ¢p — —%— sen? 2¢4. ..
TLuego
&+ 6 € A2 ¢ A2
<2 U S A
o Bty 1+4ecos 5+ —g g c0s 2
€A . . . €® o
— 0 2¢_cos2A+e~ cost ¢ —é—sen~2¢+...
Sea
B=M+ n . ’ ) '
Se obtiene

n = f—z cos? _9,;"_ sen2M(1+ecos2 ¢GOS‘2 A——;— sen? ¢ |
. - ,

e A? 1
+ 6 san2‘fi——?se1z4A—co.92¢sen4A + ...
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Se averigua que el término en ¢ A2 es siempre desprecia-
ble i se tiene, por otra parte

1+ ¢ cos? ¢ cos? A = secw

Sea tambien.
e (1 ——sen? ¢ -)= e
: 2-

Se tendra finalmente

y -

3 sen M cos M sec w

7 ==¢ C082

Los logaritmos de ¢, en segundos de arco, se encuentran
en la Tabla IIL '

\ .

i RESUMEN DE LAS FORMULAS
|

I

Sean ¢,1 1 ¢, las coordenadas jeograficas de los dos pun-
tos i 6, 8 las latitudes reducidas correspondientes, e la es-
centricidad de la elipse meridiana i e su achatamiento. Se

. pone !
|

' '8 V—1
sen ——”22 cos M = sen 0 5 cos )

i l l 0 +6

m e T+
sen -5 sen M = sen 5 cos 5)
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t

' - 8+ 6
senw= ecos-—2— cos M sec —5

log e = 2,912.25

€=¢ (1 — T sen? ¢) (Tabla 1II)

, R ).+ .
. = ¢ Cos? 5 sen M cos M secw

B=I|/I+17
sen e+ ¢
tg —— = LA
? 2 éos $ -9 7 2
’ 2

La distancia s de los dos puntos es

S=am Cos w

i los azimutes 4, 4’ del arco s, en sus dos estremos, son

4=B—5

A =180° + B+ 12—

" La distancia s tiene una aproximacio
(& es el numero de grados contenide
+ azimutes una aprommacwn de 0,701.

n de A3 centimetros
s en el arco s) ilos
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CAPITULO I

L me—

CbOllDENAl)AS JROGRAFICAS DE UN PUNTO REFERIDO A OTRO CONOCIDO
’ POR SU DISTANCIA T SU AZIMUT

Se supone, en este Capitulo, que los dos puntos son los es-
tremos de una visual jeodésica i se calculan las diferencias
entre sus coordenadas con un grado de aproximacion equi-
valente al de las distancias mismas;en la practica se adopta
una af)roximacion de un milésimo de segundo.

Desde luego se puede admitir que el arco de linea jeodé-
sica que une los dos puntos se encuentra en el plano defini-
do por esos puntos i la vertical de ‘uno cualquiera de ellos. -
Sean o la proyeccion del arco sobre el plano tanjente al
jeoide en el punto conocido i o’ la distancia del segando
punto a este plano tanjente; se tienen las féormulas

Z o~ = — gcos Asen ¢ — g COS ¢
Y —y = qgsend
22—z = gcos Acos ¢ — o sen ¢

Luego, si se reemplazan las coordenadas rectilineas por
sus valores,

E

cos @ cos (I'— I)— cos = — -‘;L cos Asen ¢ — % cos ¢
cos @ sen (I'—1) = -—g—senA
sen 6’ — sen 6= = cos A cos qS——crb—Scﬂ ¢

b
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vatura; se tiene, con suficiente aproxima

SRARIAS

La primera i tercera forimulas dan la relacion

sen & cos @ — cos @ sen O cos

(e .
- e 08 A
a

24

!
ia

i 008 0 cos ¢ -} sen
A

?

'__s'a.k

L - a
O bien, si se reemplaza 5~ por

sen @ cos 6 — cos g

=|a

tg

)

sen (¢ —6) s

29,
tg @ ’

(1) . sen (6"~ 6) —2 cos @' cos O sen? -l——?i —Eco.suélif—nCP

(T— D=
@ sen @) .,_\

sen 9)

1

2n"(q>’—|—‘ 6)

L ]
g
a sen @ c

Sea s ¢l arco que une los dos puntos

0§ ¢

i r.su radio de cur-
cion,

o=8—
} 6 r2
S
oQr
Por consiguiente
YRR e aiages o
L R K $3 1 a2 \
—_—— — —_— = 8N —— = _——
a a 6are 6ad |’ ol
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O bien, al reemplazar  por su valor,

T = sen -2+ ailk (sen? @ — 2 cos? ' cose 4)
a a 3 a8 ? ,

En el segundo miembro, el dltimo término alcanza solo
0,7001 para unadistancia de cien kilometros i se puede pres-
cindir de él. Luego se tiene simplemente --

- .
_—= Seh —
a

El término en o’ de Ja formula (1) es mui pequerio; sea § su
valor. Se tiene, con suficiente aproximacion,

52

S = —

5 Son 29

i se averigua que ¢ alcanza solo 0,1 en el caso de una dis-
tancia de 100 kilémetros. '

En resimen las ecuaciones del problema son

cos 0" sen (I'— 1)’ = sen —;— sen A

sen ¢ A

2.  son?
sen 0 2 sen B cos B sen 5 -8

sen (0' — 0) = sen %— cos A

Las incégnitas son ¢, 7.
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Para determinar su valor en la practi

e

sen u = sen —— cos A ~2UP.
. a sen|0
i se tiene
(6'—6—u) cos_e__gﬂ = — 2sen 0 cos O’ sen?
Sea’tambien
o V=1
2 sen 6 cos O sen? BCE
Ye s =0t
2
Se obtiene

=0-+ud vy 4§

ca, se pone

)

-1 -}—.6

En la espresion de vy figuran las incdgnitas €', ; sin em-
bargo se puede determinar su valor |por aproximaciones

sucesivas.
Se tiene, en primer lugar,

) s
senfsen? - sen? 4

cos (0 +u) cos u

COS

2cos (OFu)cosuw  cos @ 0 —6+u

U'~1

082

2
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i un valor aproximado de -y es

S

! sen 0 sen? — sen2 A
a

Y ==

2 cos (O+u) cos u
Sea, en seguida

y=v, (1 + k)
Se pued_e, en el valor de %, despreciar los términos en

v?, 1y u1se obtiene enténces
|

Y =v1— 7, C0tg2 ¢

¥n toda la estension de Chile el término en yZ, es des-

preciable si y, es menor que 12”.

Una vez|conocido y se tiene

s sem A
sen (! — 1) = sen — ——
a cos9

Flnalmente el azimut 4’ del arco s, en el otro estremo, se
deduce de A por medio de las f6rmulas

A =180+ A + a

5 sen -——-—¢ ¢ p_ 1
a -
tg - ~= tg
: cos L& 2 *

2



i
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R ' R S A A

RESUMEN DE LAS FORMULAS

Sean ¢, { las coordenadas jeograficas de un punto dado
s su distancia a otro punto’i 4 el azimut de s. '

Se calcula, en primer lugar, la latitu’d reducida 6 que co-
rresponde a ¢ i, en seguida, los angulos

sen ¢

s
sen u = sen — Cos A ,
a sen 6

s
sen O sen? - sen? A

1= T Tooes @+ w) tosu .
Y=y cotg2 g [
. 2 M
= — 522 sen 2 ¢

(¥

Se tiene enténces

=0t utyHe

‘ot

Conocido 8’ se deduce la latitud jeografica ¢’ del segundo
puato. _
La lonjitud ¥’ se deduce de la férmula

'
{
s sem A

sen (I ~1) = Sen — ——p
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i el azimut 4’ del arco, en el otro estremo, de las férmulas

von P
2 s 2 2 2

A= 18004+ A+ ¢

La aproximacion de ¢',7" es de 0,001, para una distancia
s menor que cien kilémetros, i la de 4’ es 0,”01.

Cuando I’ —1 es menor que 40 minutos, se tiene simple-
mente, con la misma aproximacion de 0,701,

= (I —1) sec ¢ ;(l) sec 2 ;('b

Ademas e] ultimo factor puede reemplazarse por la uni-
dad si ¢’ ~¢ es menor que 20 minutos.





