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REGLAS FUNDAMENTALES DE DIFEREN-
- CTACION |

POR

'GARLOS WARGNY

( Contindacv;on )
- w4
1. daret “re o d (arctg u-j-arvctg ¢)= o -—[—i
8 1—uv ® 1+ nz " 1402
d x\/1-—=x2 2 dz

12. d arc sen 2 /1 —x2 =9 —— ——m e — ————
_ : .T\ V A—4 52 (—x2) Vi—x2

En efecto, - sea x - sen a .. cosa=\/1—xz,

2sen @ cos a=sen 2 a=2x\/1—x2 . . 2 a=y.

e¥——e—% d .e2 ¥— 1
- =qa arct —
ei-f g% O g2 11

13, d are tg
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e? x__l ez *—1
s = (el

ez l)erx 2—(e2r—1)e2 % 2 2 i
- = (e2* F1)2+(32 x_4)z T ez ;r___}:é:?x xe

b-la cosx
14, d arc cos +

4 (Williamson, 24}
\_ a+b cos x

_(b—a)senxdz, /1_ (bia cos :c\,2
(a+b cos x)? a-+b cos a.

- (@—bysenzdax r=x

x

(a+b cos x)\/(aFb cos x)>—(b+a cas x)? ~ atboosx

|/\/1—|-x+\/1—-x — L\/m-ﬁ\/m
\/1+x-\/1—~x ) \/1@'*\/1—:x

14+y/ 1—=x2

=3 L —.‘-%L(l-—j—-\/Cz_z —1 Lx

\/1—( zz —1 2 x
——" tarct
4 +are g1

16 y= arctg
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Hacemos z=tgz .-. 1 59_62';'1 +1g? z=sec? z
" sec z—1 ( ¢ 2tg 2z
=arc tg ~are
Yy g raretg, tg2 2
sec z—1 i1—cos z 2 sen 217
== = = - = tg % Z,
tgz sen z 2senfzcos iz
2tgz 3 : . ,
f—— = tg 2z y = arc tg (tg 1 z) - arc tg (tg 2 z)
d __ sec’} 2. L dz | sec? z. 2dz
Y= T et 1 tg 2z
=L dz +-2dz = §dz = darctg z=3 ! dz
P e

O

7. yzacosbw—}—b_sen b

' (Laurent, 224)

a® b
dy—= ! sb b sen bx) c?*
,y—a—z_*_—b?[(acof z 4 ben; Lm)c a
\ ‘ -+ e#* (—ab sen bale-}-b2 cos bx)] .
— e (z' bz b — pax b e
_a‘l+bza_'+ )cos;x—e cos bz :
' . dL sen x -cot x
18. =L L d = - [, = d
y (L sen 2; dy Lsenz ~° i.senz e
19 d arc tg ¢* = e da 1 dz

Tter o +e—*

- 320. . y=2l%Ly=La Lo=L¢¢
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d dy 2L
W o LodLo=2L2%%. % il
y ) z dz x
i. - y =(1+2)edrctes  (CATALAN 123)
dy T 2z
L y=earetga [, (1 - 42): L —|earctgx . + L (142
y=e (1= 27 ” [e Yz FL(14+2)
11,
arc tg x Cdo
¢ 142 1d
- parctgx 2z L('].JI-“C’)\,
. — e arctg x .
. ay =(14-77) e3r (1+x’ + o,

2. y=are sen (x\/1—a® |-a\/1—1?) (Niewenglowski, 73)
=arc sen z4arc sen a (N°29, C, h)

dx
Vi—z*

dy=
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. 4l

1 1\ z ' '
4, =1 |- — — =u* , .'.I.J = .
¥= ( | x + .’vz) . y xLu_ .
d d ' . 2
. —y=x——L—L—§—Ludx;du=(————\dx
Y u ’ S 3 )
1 2
1 1ve|  2® @ 1
dy=(1+;_|_ af) o “ —}—L(l_|———- = ~) dz
B e
xZ. |

e =L

5. y=(@—1) e . (FABRY, 7)

Ly=L(x*—1) x*=L (v+-1)4-L \$_1)+x2

dy 1 1 = 248
= — - 2 =
(va:—l—i R ’.‘) =

L dy=2enpdx
6. y=L (/I+22 —\i—@) = Ly 22—

—3L{2( — i) 1=} L 243 L (1—y/ T—)

8
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4zda A+y/i—ot
=t A—/I—z 21—z  z\/1—

dz

dy

VA u=71i~ L (i—z)—L(i+z)+2kxi] (Jorpan, 239)

1 (—1 1 dz
au = Ti('zt——“z'—. itz ) 0= 1
8. y=al* (Laurent, 82)

Sea u =L z; resulta la funcion reducida :

y =z

. by
..Ly=ulz Yy —y=L:z:du--|-uL-—z
Yy z

dz Cdx .d.z
. .dy=y(LxT—|—LxT)—y. 2 Lx?
dy=c. Lz ], w2d7il_) = 21‘L"’_’L.:2: d z.
* T ' =

, - du.
Sea u=tgve, y o———% + %, queda y=Lu .. dy =_—l-; (A)

.
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du sec®y | 2
. — = ,z _— = - V= . B
du d(tge)=secvdo, ” tg ¢ f} s_en2od0 ( ).
T z 1 .
do=d(F o+ 5) = g oo ©

Sustituyendo (B) y (C) en (A).

sen(z +x) 2 © sen (%—I—x) ‘

el 3] - 2

330.  y—(cos g)sen ¥ (Lacroix, 160)

Hacemos cos x=v, sen x =u; ¥ queda
y=v* .-, dy=v*Lovdutou—rude
du=d (sen x)=cos x d x, d v=d (cosx) = ~—Sen x d x

Sustituyendo, d y=(cos x) %% L cos x cos x d x—cos
%50 *~T sen? x d x 0 bien, d y=(cos x) 5" * (cos x L cos x—
tgxsenx)dx. ' ~ )
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ax

1. ,y=sen Wiy (Navier, 26)
—a* x* ‘ ]

ax
Sean= ———= .. y=senu, y dy=cos udu
Vi—a #?

Para encontrar du, aplicamos L,
Lu=La+Lx—% L (1—a? xé)

Cdu _dx 1 2a°xdx

“n ’_ 7 27 1—a? 2’
ax 1 atx a
¢ = ——— —_— R d
.c.du A—a )} ( po + p— x’) dx — =) x
a cos 2% d
e dy = (1-—0,2 xz) %. \/1—0,2 g X
2. y=x arcsenx ) - (Price, 69)

Aplicamos L a los dos miembros,

L y=arc sen x L x

. Cay dx dx
-Larc sen x —
y o Vi x
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. dy= garesen » (”} x—}-(1—x2& (arc_sen z) PUNRTS

z (1—a2)t
: . z\n - ' C
3. y=2z—%sen {L (—;) +arctg2n }(Greenhlll, 62)
Hacemos L (x ) +arc tg2n=u .. .y=z—* sén u

n—I

. xr
"(7)
senudz)du.: a. a _nd:v

2 (1-” oz
a

—2~%(2 n cos u—sen u) dx

L dy=z—1 (cos wdu—

o . dy:r%
Para simplificar, sea

2n=t coe=arctg3n vy cos p=——r—
=tg¢ .. g=arctg2n e

: 1 (sen ¢ cos u RS
c.2rnecosu—sen u= —(—" """ _sen u
cos o

- .‘ . ,_3. ] T 4 -x_ n
Teos g T .- dy=a—%\/uz+2 senL(a_)
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m(m- )
2t

|

4.2 cos mz'=(2 cos x)’” —m (2 cos z)m—2 - 57— (2 cosx)m—+

_n (_m—ﬁ) (m—3) (2 cos x)m—6 - ..

(Lardner; 26).

3!
Sea 2 cos m x=y, y 2 ¢os x=n
. !
1 m m—_
' 7/—u"‘ —m um—2 + ( __) wmn— a',

2! |

m n;l 3) (m—4)
|
l

d y= (In um—Ii—m (m_2) um—3_|_ =

mzg . mdzx

H—ee

dy=d (2 cos m 2)=2d (cos m z)=—2 se
d n=d (2 cos £)=—2 sen xdx

—2m sen mzdz=—[m (2 cos z) "'—m (m—2)

‘2 cos x) ™3 4 — ] .2senzdzx

Simplificando y dividiendo por d z,

- senm x=§eh :r{ (2 cos Zy"—1—(m—2) (2 cos z)"—3+4 !

|
1
|
|
|
|
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(m—3) (m—4)
—

Ead !

. (2 cos. )ms. .. }

\

b-4-a cos z)}

a+bcosz

L1 ‘asenz ' b
YT R abeos 2 Vep

are €os (

(Bertrand, 115).

Esta funcién se reduce a y=p (¢—r arc cos u), cuya di-
ferencial es

dy=p (d ofr L) (A)

vV 1—w

(a+-b cos z) a cos z}a sen z—b sen =
(a+b cos x)?

dv= dzx=—

a® cos &+ab
(a+b cos x)?

due (@b cos z) (—a sen z)—(b+-a cos ) (—b sen x)dz
(a+-b cos z)?

_ _(a’%—b’) sen T | o
= T@Fbeosay ©0 - ©

b4-a cos é)z__(a-|-b cos z)*—(b+a cos x)*
atbcosz/ (a+b cos z)*
ANALES.-ENE.-FEB.—15

{—u=1— (
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¢

(az_ _bz) sen? z

= (a+b cos z)? D)
) du (a*—b*) sen z a}bcosz
ViI—uz B (a-b cos x)? ‘sen z \/.'aﬁ——b2
(@>—b2)t :
= N 4 :
a-+t+bcos x ¥ : ()

Sustituyendo p, r, (B) y (E) en (A), i

du 1 (e*cosaztad b (aé—bz)é
V=20 (@—T—b cos z)2  \/a*—bz " a+bcos x)
__cosz
"~ atbcosz
sen aq (x_ i I .
6. y=ze 2 \ x) (Tisserand, 6}
1 1
Hacemos -— = sena=n,z— — = u
2 z
y=zer®

|

e dy=em d x4z . e”“ndu=e”“('dxi|_nxdu)

1 1 221
d u;d(z— ?> - (1+ ;)daz: iz
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sen a I 1
. d y=e—_f( - x—)‘ [1—— 7 sen a(m—}— —)] d
a \t
7 y=L {1—(1—6 " sen x) ] * (Frenet, 10)
Sea n= — 2 Yy (I—e*)=¢ .- y=L (1—v)
sen z’ )
d(1—v) do
dy= 1—v¢ 1 —¢
do=}(1—e*) (—e*)du
d ue (—cosx) =acosxd_
senz xr sen? zx
a N
€ senx acos
: dy=£,_ a a © sen2 x
2 (1 —e _senﬁx) [1—(1—8 " sen x)
x I
[ n x
8. u=[e . X. sen x. arc ¢os :J -~ (Peacock, 40)

x
e n

- Sea’ T e =yY,r =z, sen z=v, arc cos r=t, 7= w’
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|

u=[yzvt]®
Apliquemos L,
Lu=w (L y+L z+L a—I—L.t)

.-,d%=(Ly+Lz—|—Lv-f—Lt)dw+u‘1 (‘%’+dz'+d_“+'fl_’:)

)d "

1(‘ n+ ¢ : 1 | p
- —le — —_——
T + z 10T /1—a? arc cos :zl:) ?

, . :
=(e +nL z+L sen a-i—_Larccosx) (—

oy

D espejéndo y operando

\ 1

x ' x x
e n sxn—z
du= Je % sen x. arc cos x e. a

> [ (ef (x—1)+n (1—L x)—L sen x—;L arc cos ;c) sen x are
cos: x| (cos x arc cos x—(1—=2?)—% sen x)1d x.

__sen (a—b+c)x n sen (a+b——c) x
o a—b—+-c _ a+b—c }

sen (a—b—c)x  sen (a-+b+c¢) x }
. S pEw . 1(Brahy,-13)
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Representemos los denominadores por m, n, r, s

sen m x sennx senr x sensx
m n r $

=(C0S M X% +C0S 1 ¥—COS F Xx—C0S s %) d X

d Cm—n r—
%:200sm_2l_nxcos 2nx—cosr_2i_—sxcosr—2§x

=4 cos ax sen bx sen ¢ x.

340. y=L@Edb+2z+ Vatbzia). - (Rouché-Lévy, 60)

1 b2 2
y ) Va b zta? '
T T =(atb z+ o)}
E+x+\/a+bz+x= -
S A
1. y=arc tga—g(;lz_:i—g; . (Bertrand, 37)

du du  a(@*37)(3*—32)+(Ba*s—2)baz

Y=14w’ dz . @ (@ —3 7y

1 a?(@—32? dy  3a
1+w (o) = dv ato

uz

Twg — paus tg
2. y=e e

(Navier, 34)
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- , I

|

N

2 |
ua+,,a dauv?tg ——;
u2--o2

uz L’
=qa |u? sec? - d-——
4 uz--¢*  u?t o2

uz J— udo)

. u? uv (vdu
tg . d e .__k_,
8 u?+o2 2u du} wtor (u2+v|2)2 :

dy- eau tg

2

u
daurt
au guz_{_

uz u3 ¢ (vdu —udo)
cdy=e™ 8 ror | tg 2+02udu+ ( -
2 2)2
| ' (u?4-v ) c0s vl
3. ' y=e*L (Price, 58)

dy:e"dT:c ‘Lz efdz=e* (L+L a:)‘dz
7

=2 1tzLz)dx ~ al [LetL z*]d =
o 4+ o ‘

- .
Ldy — ;—Lem‘dz

b4 oy= L g Virarvbatgis g ssg)
SRR/ \/b-{—a—\/b—a tgh s '
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d ntrtg 4 z
C n+rigiz n—rigtzx
dy=dmL n—rtg};c—m g s
- n—rtg + 2z
1 _ ‘
A== T
& y=Ltg (} =43 2). (Greenhill, 51)
_Sec* G rt+32).4dz dx

gt ™+ % 2) ‘2sen(}* —I—}x)cos(} +}z)

1
o VP 2rrcosztr:

(Co urnot, 119)

.II

d;/=fd'('r’—}-'r’"—2 rrcosz) *=—3(r4r—2rr c0S )

e

—rrisenzdz
VI*—2r7r cos 2 )3

> d (rP4+r*—2 rr cos z)=

a—b

7. y=are tg[ a-tb g %] A.' (Rouché-Lévy, 61)
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a—s. c? e
g, ath M) \/a’——b’
y= ————— . }dz
; a__bt = a+b cos x
+a+b g 2

. |
8. y=L ::i'z? — L (142449 —L (1—g  2%) (Lamb, 92)

142 2 do— —14+2 z

dy =--—~ 2% il
A g S

*9.  y=(senz)L* coter(atbz). (Edwards, 49)

L y=L zL sen oL cot e* (a-+b z)

' 1
Z_q = (sen z) 198 % cot e* (a+b 2) [—; L sen z-tcot 2 L o—
z ’ il

2 e* (a-kb+b ) cosec 2 (e* (a+b 2))]

350. z=sen (‘} kL gia;) (Boussinesq, 78)
dy= (cos,} kL ﬂ’) 3 deH—:

kl I+
= lz_a;z cos (%kLZ——Z)
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SEGUNDA SERIE DE EJERCICIOS

351. A. Voss—J. Moik, «<Encyclopédie des Sciences Mathé-
matiques», T. I1. vol 1. N.° 3..—pdag. 253: La derivada de f »
se designa por z (Newton, 1666); por dy :dx (Leibniz, 1675);
por 7 (z) (Euler, 1765); por y’ (Lagrange, 1799); por D f &
-(Arbogasto, 1800); por D, fx (Cauchy, 1839). p. 255: Las
funeiones elementales y sus derivadas son:

a) polinomios y sus cuocientes: D, a=0, D, (n z)=n, D,
(xn )=n 1

b) las exponenciales y las logaritmicas: D, e* =e*, D, a*

: 1 1 1
=a*log, a, Dy log. z= gl D, }an r= - lqga e= _ ']'og;e_c;
¢) Para las trigonométricas basta saber que :

lim Sen%_,  lim %8%_,
z=0 z boz=0 x

D, sen x; D, tg z, D, sec z y lineas complementarlas
D, arcsen g, D arc cos z, etc.
D, s h'z, etc., y sus inversas.
d) Funciones hiperbdlicas.
e) Reglas de Leibniz: D, (u-}¢), Dx (u-c),
D, (uv), Dy(cu),
Dy (n:0), Dy (c:u).

f) Funciones de funciones: y=F z=F (9.1) = f ¢

. Diyy=Dry. Di

. . 1
g) Funciones inversas: D, z=-. .
D,y




352. G. H. Hardy. Pure Mathematics.‘ pag. ix; Es mas
ventajoso escribir arc sen z que sen—!z; y 2—=0 que z=0.
La notacion z—>0 es de Leathem y de,Br‘\omWich.

p. 114 Como = no es numero, n=-co no tiene significado.

p. 116: En vez de ¢l : n es pequefio para grandes valores
de n», decimos, con correccion, «! : n—=0 cuando n—>co».

p 192: Reglas de diferenciacion: D(fzi Fry=f z--F »

D(cfa)=cf = D (fa.F x)=f a F’ x+F xf =, D (1: fx
=—fxz:f2;D(fx Fx); Df(z+a); D} (a z); Df (ac+b);
funciones inversas ¥y t11g0n0metr1cas

p. 195: y==sen zcos z=}sen2z. Dy——senz z+cosz z
=co0s 2 z. Siendo sen? z-}cos?* z=1 .-. D (sen? z-}-€0s2 &),=0.

En efecto, D (sen? z--cos? z)"=1 (sen? ac—hcos’ z)I (2sen
€0s T—2 €05 z sen ).

p. 196: Formas normales (Standard):

A) Polinomios: D, (a, 2"+ a, z”*t-l—..\l._}-an):n Qo+t

(n_j) P2 4+ |

fz fx l]‘xq’x

B) funcmnes racionales: D,, — = —:
0T 9z |92x

1
~2y

5

C) funciones algebricas: D, (\/ x—}-\/:t:-!—Y

(3707

D) funciones trascendentes: Dy sen ; DJ are sen z:
. p. 197: Dy (tg z+sec z) . ™Fmy sec x; Dy (cos ax--i sen ax)
=a iy, D, (arc sen z+are cos x) =0 para y[>% ~y <0.
E) funciones de funciones.

353. Duhamel. Calcul Infinitésimal

pag.®222: Las funciones son SIMPLES, FUNCION de FUNCIO-
NES y coMPUESTAS.—Una funcién es simple cuando un solo
signo de operasion esta indicado sobre la va&*lable Las fun-
ciones inversas de . ™, a # sen z son ™ \/ y y,'L y,arc seny.

|
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: ‘ ) w
p- 230: Las funciones simples son a+x, a x=1, x »;a%
sen x, ete., y las inversas X %, arc sen %, etc.

Diferenciales simples de: log, x, a®, x™; sen x, cos x; d arc
) dx -

sen x=d x: €08 Y=

1——_x2

354. B. Price. Differential Calculus. _

pag. 47: Regla 1.3:df x=f xd x;22:dcfx=cf xdx 31 d -
(f x+F x); bard (f x. F x); 53: d (f 22 F x); 62 d(x®);
- 72:d (x7); 81 d (log, %); 93: 4(sen x); 10.%: d (are sen x)

355. Ch. de Comberousse: Algébre Supérieure.

pég. 437: La derivada se representa porf (x), D fx, Dy 6
D,y

p. 454: funciones simples: a--x, ax+!, x » , a¥,log, %, senx y
arc sen x. funcién de funcién: y=a L x; compuesta; inversa.
" p. 464: formulas: D (u+t-v—i), D (azt=x), D (uv), D (u:9,),
D (u*), D (loga *), D (a*), D (sen z), D (arc sen x).

(Continuard).



