S VARIACION |
) _DE LAS INTEGRALES MULTIPLES}' .

POR

DOMINGO ALMENDRAS:
Astrénomo del Observatorio Astronémico
’ : Nacional-.



'VARIACION DE LAS INTEGRALES MULTIPLES

UANDO se consultan algunas obras sobre el célcu.
_“lo de las variaciones o algunos tratados de ans~
lisis que tratan esta materia, se tropieza con
dificultades a veces: dificiles: de salvar para los
que necesitan conocerlo en vista de sus usos pricticos, pues
para el matemético sucederd lo contrario, él se entugiasma
con la elegancia del rigor de una demostracién.
Poniéndonos del lado prictico, queremos 1nd1car un
procedimiento sencillo para.manejar el cilculo de las va-
riaciones de las integraleés dobles, pues el de las mtegrales
.simples es muy comun. ‘ :
Con51deremos la mtegral doble

I—/‘ / F (Z, XY, P, q, r, 8, t) dxdy e

. extendida a una regién del pl:ano,. (X-Y) en que la- fun- '
cién F (%)) es definida.. Diremos que la.integral I estd to-
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mada-entre .lix.nites fijos cuando la : regién -del plano XY
es limitada por una curvd y= ¢ (x) y si para los wvalores
de x e y correspondientes a los puntos de la curva y =

. ¢r(x):la funcién z se reduce a una funcion determinada

$ (%, y). Si la funcién z se incrementa en ¢ {siendo { una
funcion arbitraria de x.e y ¢ una cantidad positiva arbi-

Y4

oA = aj 0B=¢
o C =c; oD=d

: trarlamente pequena., sC se. - llama la vauacu’)n de z y la
designaremos por dz.
PriQy Ty s, y t, se.reducen a: _

p+ e q+ r—+—e 3—" —J,—.e_my ,t',—J,—a-:Fyf2 ‘
la‘ts eitpfésipnes
o Y Fa a"c 8,

®9x 7y “ox? “oxdy ay2 .

se llaman las. variaciones de Ps q, r, E y t y se designa-.
rdn ‘por- dp, dq, dr, dJs, ot. .

Deé ‘modo’ que la funéién F CANAS JCH r, s, t,) se re-
ducird. a s .

F Cv+6z, X, ¥i p4-0py q—'{—dq, r-dr, s 08, ’o—[—dt)
o ! ""'”". =I=F(Z, X ¥yoPy 9y Ty S, t’)‘l' : :
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o 4t 6+ a+dtat+

La diferencia F (z--dz, X, v, p—|—-dp, r—|—-6r, s-|—-ds,t—|—6t)
‘—-—F(z, %Y P QT s, t)

se llama la variacién total de la flmclon F y s© de&ugna
por 4F, de modo que: .

dF
JF—sz—l—- a+d "+a al+ a+dt

 —+-mas términos del 2.° orden.

La integral I se reduclra a I—|—-JI tal que

~ X1 (6T S oF SF .
7 // 6+5P +5qq vdr.d_l-g

ds + —dt + 1mf. de 2.0 orden) dx dy

Como ssbemos, el-objeto de producir la variacién de
"I-es el de encontrar la funcién que reduce a un méiximo o
. a un minimo la integral I en la regién copsiderada. Aho-
ra es esvidente que el objeto se habri alcanzado cuando
A1 conserve un signo fijo en toda la regién considerada.
Se sabe ademéas que dz siendo por definicién igual ael y
{ completamente arbitrario, se puede elegir arbitrariamente
la cantidad & de modo que el signo de I sea el del tér-
mino principal que contiene a & por tanto, para que A1
conserve un signo fijo es necesarlo que. el término en eC
sea nulo,
' Formemos pues el término en 0z o &

Se'tiene integran"do por partes

X, OF ¢
f f —6 dxdy f fx 6p =3 (dz) dxdy

A
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e Y ) x1 . '
R Y A oF 6
a x,
K / / / l:— > ]dy -
X1 KA 6F‘ ‘
6z dx dy -

De la I_nisma manera resulta:

d J1
: —Sq dxdy [ q . 67{] yodX—
x1 , .
/ / 3, 6z dxdy

o T 6 (5
/ / —6rdxdy-— / [ _ z? X1d —_
. '|x1 X1 62

. / [dx _ d, +/ f 6x— 61‘

. dz. dxdy
o ) | o
ST 6 (0f7Tx,
'/ f —63 dxdy— /. I:ds 3y x;,d —
0 |dF
H(a—s dX+ axay
WA C a

dz dxdy
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-El termmo que contiene ‘a & en el primea grado es
‘la ‘variacién del primer orden de Ila cual debe ser identi-
camente nula dentro del 1ntervalo considerado esta varia-
cién es:

: b

6]3‘ .+6F6(dz) s
dp 'x dr dx xo dx 1%

=
BERER & a
- ‘ ST 6 (3z)

| -+[6s dy ]X.-dy |

(lrsw g, SF 6 (92)

[ 1 )
T ".z]yﬁr[ac ¥ [@< > T
OBy w0

(«%)‘h]y"}dx B
’ 5 (6T SF\', 0 [dF\
_/ / E—E(ap) ay<aq)+§;r_2(ar)+
5 L

8xoy(5s)+ Sy? (aF)] o d% dy

‘ Ahora es facil darse cuenta que si los limites son fi-
jos. debe -tenerse ahi dz=—o, pues para los valores de x ey
que satisfacen la funcién y=g(x) la funcién z se reduce a
la funcién determinada ¢ (%, y), es decir y=¢ ®)yz=
'$ (x, y) determinan una curvo fija. Se tiene pues, '

- bj 6_1!:_1(63"}___<6F>;f_(@)+
AR dz dx\dp/ dy\dq/ Jx2\dr
2 5 d dy—
 axdy (as)"fay (Bt)] o CF=0

Como esta integral debe: ser aula -cualquiera’ que sea
a funcién arbitraria dz se tendrd finalmente
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SLAETANERTAWIAUANCH LAY
| 6z ox\dp ) 6y 6q) ax2( or )t oxayt o |t
2 oF)

W E

"Este ecuacion con derivadas. parclales del cuarto or-

.dén nos-sirve para determinar la funcién z(x,y) -que hace
méxima o minima la integral I

I= /. / F @ x5 p g1, s, t) dxdy.

Aplicacién.— Determinar la superﬁcm de ‘dérea mi-
nima que pasa por una curva dada cerrada.

' Solucién.—Puesto que el irea de una superficie cual- -

quiera, estd ddda por—

/ / Vitpi+aq? 1+p +q¢? dxdy en gue

dz
dy

)

6x, 9=

se tiene inmediatamente .aplicando la ecuacién (1)

) =-V1+p +a*

oF
N 0 E)_r<1+q2)—pq8‘
o " Vi Aop) — Qs
F_ 9 f_(_F) t(1+p?)—pgs
da  Vigprrqg 7 ev\ed/  (1+pr+gdp

La ecua,cic’)n que nos di z es;

r (144t (14+p)—2pgs _
(14 p2+q2)8:2
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Se demuestra en la teoria de las superficies que esta
_‘expresion representa la curvatura media en un punto de
la superficie, luego llamando R, y R, los radios de curva-
tura principales se tiene:

Ri + Ri =0
1 e :

Las superficies de 4rea minima que pasan por una
curva fija tienen curvatura media nula en todos sus puntos.

Si la curva dada es plana la superficie de &rea mi-
nima que pasa por ella seri la parte del plano encerrada
por ella. '

2.2 Aplicacién.-——Encontrar las superﬁues de drea mini-
ma que encierran un volumen dado.

Se resuelve de la misma manera que el anterior re-
duciéndolo primeramente a un problema de minimo abso-,
luto. Se encuentra

ﬁl—,+ 1 Const,
Ry Ry
.es decir las superficies de 4rea minima que ercierran un
_ volumen dado .tienen curvatura media constante en todos
.sus puntos.

- Hay muchas superﬁcles que cumplen la propiedad an-
terior y se presenta comunmente en la . naturaleza. (Expe-
riencia de Plateau, y fenémenos’ capllares en general). (Ver
Chwolson II Tomo).

Para encontrar las variaciones de las integrales mil-
tiples se procede en forma aniloga; por esta razén he to-
mado una integral doble y para no complicar la exposicién
con desarrollos largos que mno tendrian objeto, por lo de-
més creo que no se presentarin casos mAis comphcados en
la naturaleza.

" () Bsta ecuacién ha sido mtegrada por Monge,

NOTA.—Pedimos disculpas a nuéstros lectores por haber nsado
el mismo signo para la derivada parcisl y la variacién ,Consecuen-
ciag de la escasez de tipos matemditicos!

. . : Anales 1930.—Tercer Trimestre.—23



