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1. INTRODUCCION

Un método conveniente y ampliamente utilizado en el analisis de flujo en
tuberias es el método unidimensional. En éste la variable independiente
es la velocidad media espacial que, en este caso, reemplaza a la velocidad
local en las ecuaciones de movimiento. El procedimiento simplifica nota-
blemente ciertos calculos, pero, por otra parte, exige modelar adecuada-
mente la fuerza de corte en las paredes del ducto, la cual interviene en la
ecuacién de cantidad de movimiento.

Cuando el estudio se circunscribe a flujo estacionario en tuberias, el
método unidimensional conduce a la familiar ecuacién de D’Arcy-
Weisbach, segun la cual la fuerza cortante es expresada en términos de la
velocidad media, dimensiones del ducto y de un coeficiente de friccion.
Este ultimo responde a férmulas exactas en algunos casos relativamente
simples y, en otros, a formulas semiempiricas o estd documentado en
tablas y gréficos de acuerdo al tipo de flujo (laminar o turbulento), la
geometria del ducto y al nimero de Reynolds. La anterior situacion
cambia notablemente cuando se considera flujo impermanente en cane-
rias. El método unidimensional sigue siendo de gran interés pues contri-
buye siempre a facilitar los célculos; pero, no es conocida la forma que, en
general, dicho método puede adoptar cuando existen transientes.

Sin embargo, en el caso de tuberias circulares y régimen laminar, es
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posible establecer a lo menos dos procedimientos [1] [2] unidimensiona-
les, con la caracteristica comiin que en ambos el concepto de coeficiente de
friccion deja de ser un paso necesario en el célculo, lo que se debe a que el
esfuerzo cortante se puede modelar directamente en términos de la
velocidad media.

La formulacion analitica que se utiliza en [2] para producir un modelo
unidimensional de analisis, en flujo laminar impermanente de un fluido
Newtoniano, incompresible en tuberias rectas, largas y de seccién circular
constante, se puede extender, con ciertas restricciones, a un sistema
equivalente de seccion rectangular [3].

Los tubos de seccién anular concéntrica son de interés en intercambia-
dores de calor y varias otras aplicaciones. La prediccion del campo de
velocidades en ellos adopta un alto grado de dificultad cuando el flujo es
impermanente, aun en los casos mas simples de impermanencia, como lo
ilustran los ejemplos de flujo acelerado bajo un gradiente constante de
presiones [4][5] y flujo oscilatorio [6]. La extension del método unidimen-
sional presentado en [2] a secciones anulares concéntricas es posible,
constituyendo su desarrollo el objetivo de este trabajo.

Se deducen expresiones para la ley de friccion, es decir, para una
relacion entre el esfuerzo cortante en las paredes del ducto y la velocidad
media, y para la ecuacion de cantidad de movimiento. El estudio incluye
una aplicacion de las ecuaciones deducidas al problema de flujo acelerado
bajo una gradiente de presiones constante, en la cual se contrastan su
grado de dificultad y la exactitud con las correspondientes predicciones
de la solucion exacta del problema.

2. ECUACIONES DE MOVIMIENTO

Para las restricciones estipuladas en el parrafo anterior, en relacion a las
caracteristicas del fluido y ducto considerados, las ecuaciones de conser-
vacidn de la masa y cantidad de movimiento para flujo impermanente se
pueden convenientemente escribir en coordenadas cilindricas, a saber:

Continuidad

=0 (1

Momentum
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en donde u’ = velocidad axial, z’ = coordenada axial, t' = tiempo, r' =
coordenada radial, 8’ = coordenada tangencial, P’ = p’ + pgh es la
presién piezométrica compuesta por la presién p’ y la energia potencial
por unidad de volumen asociada a una altura h, p = densidad, g =
aceleracién de gravedad y v = viscosidad cinemitica.

Las condiciones de borde son

u'(a, t') =0 3)
u'(b,t)=0 - 4)

donde a y b son los radios menor y mayor respectivamente de la seccion
anular concéntrica. La correcta formulacién del problema exige una
condicidn inicial, la que sera considerada mas adelante.
El gradiente de presiones es, en (2), a lo sumo una funcion del tiempo,
lo que permite definir
1 aP’

e (5 )

¢’ es la funcion forzante del sistema, la que puede adoptar diferentes
estructuras de acuerdo a cada problema.
La ecuacion (2) es adimensionalizada a continuacion, para lo cual se

define
u =ulU,r =brt =T,t
donde las variables u, r, t son las contrapartes adimensionales de u’, r', t'.

Se obtiene asi:

du du I du)
QT‘(?J’TT)—‘M‘) (6)

En esta ecuacion 1 = b?/vT, es el numero de impermanencia y
¢ = (b%vU,) ¢’ es la forma adimensional de ¢'.
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La velocidad media Uf es

! 2 b o ’
U’ = Wj u'r'dr (7)
Su forma adimensional es
U=l_2)\2.|”urdr ; A=alb (8)

La ecuaciéon unidimensional de cantidad de movimiento se puede
generar integrando (6) por medio del operador de la ecuacion (8).
El resultado es
dU
Q— + 5
de 1 -2
expresién en la cual 7, y 7, son los esfuerzos de corteenr’ =ayr' =b
respectivamente y que, adimensionalmente, quedan definidos por:

(At +79) = . 9)

= (3—?)r_=?\ | o)

9
12=—(6‘;)r=1 - ap

En la ecuacién (9) ha desaparecido la dependencia espacial de la
velocidad; sin embargo, interviene ahora el esfuerzo cortante, cuya for-
mulacién en términos de U es el aspecto crucial de este método de analisis.

3. ECUACIONES UNIDIMENSIONALES

La ecuacion (6) admite una solucién de la forma
u=Ay1—- 1)+ Ay(1- ") + .. + (Bo+ Bor®+B,r" + ..)lnr (12) .

si se cumplen las relaciones

dA. dA,
4A, — 4B, + Q2+ Q—+ .. =
2 2 m dt ¢ (13)

Q dA, (') Q%  d°B,

M@ T T ae
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en las cuales A,, y B,, son funciones solamente del tiempo. Este resultado
se puede verificar sustituyendo (12) en (6). La solucién (12) satisface,
hasta aqui, Gnicamente la condicién de contorno (4). Si las equivalencias
dadas por (14) son sustituidas en (12) y (13), se obtiene, respectivamente,

Q? dA

u=A(l1-r?) + e (-t + .. + B+ Q—z (:113 2+ .)Inr+
: E+5Ha
(') 02 4d2B 2 3 d%B .
9242 42 A=)+ — e —ae (=19 + - (15)
dA 0?2 d%A dB (‘mQ*  d°B
= +Q— — 4+ .- + —— :
¢ 440 a T 42 di? * @ dt 2242  add®
G+ 0
d’B_ (16)
22 42 62 det .

donde A = A,, B = B,,. Los resultados correspondientes a tuberias
circulares se recuperan haciendo B = 0.en (15) y (16).

En lo que sigue es importante el siguiente resultado general [7]:
dadas las funciones X(s), Y(s) y Z(s) que se suponen derivables con deriva-

das continuas hasta orden N (donde N puede ser infinito) y que admiten .

una representacion del tipo

dz d*z

X = XOZ + x1 ds + x2 d—52 + ses (17)
dzZ d’Z

Y =y,Z + — T ...

donde x,, y, no dependen de s, entonces se cumple
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dXx - 42X dy o d?Y
+ ... = 0Y+ + + .-
PR AR T T T g

yox + yl

La relacién (18) proviene de derivar sucesivamente las ecuaciones (17) y
eliminar Z entre ellas.

La condicién de borde (3) para r = A permite escribir una ecuacién
similar a (18), como sigue

12 9
A+ dA,  dA dB d’B

n Tk N I el T al
x?(n'f'l) _ 1 Q
= - n 1
€T 74367 4(n+1)2In N : (19)
1 .
0" [, (Tts* %) A\
2242 (2n)? In A
de donde, de acuerdo a (17) (18), se deduce
d"Z
A=2%23%,
* de”
B = 2e¢, d’z (20)
de”

Z es aqui una funcion del tiempo que hace posible relacionar diversas
variables dependientes, sin que sea necesario determinarla en si para los
fines de este trabajo. Alintegrar (15) en conformidad a (8) se obtiene una
expresién para U en funcién de A y B. Si Ay B se describen a su vez en
términos de Z, por medio de (20), se llega a la siguiente férmula para la.
velocidad espacial

U=a02+alﬂ%zt—+... 21).

Series similares a (21) se pueden generar equivalentemente para¢ y T,
donde

1_2)\2 (AT + T9) (22)
Si en (9) se sustituyen las ecuaciones (20), él resultado es

- dz '
¢=BZ+ B QS5+ (23)
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Combinando (10), (11), (15) y (22), se tiene

QdZ

T=Y tT dt

(24)
Los coeficientes constantes a,,, B, ¥ v,, dependen tnicamente de A Y,
debido a su relativa complejidad algebraica, solamente se explicitaran en
forma numérica mas adelante.
Varias relaciones de interés provienen de las ecuaciones (20)(17). Una
ley de friccion resulta de combinar (21) y (23), cuya estructura es, por lo
tanto,

a, T+ a; §)

dr _ du

La ecuacién (25) es una ley implicita para 7, lo cual pudiera aparecer
como una limitacién del presente método. Dos alcances permiten reducir
la complejidad del problema. En primer lugar, (25) admite una solucién
particular del tipo

2
T=2aU+ a} —‘gg + a,0)? c:itg (26)

cuyos coeficientes a, se obtienen por sustitucién de (26) en (25), al igualar
a cero todas las potencias de (). Esto conduce a una ley de friccién
explicita, pero de aplicacién mas restringida que (25). En efecto, (25) es
altamente convergente para tlpos usuales de funciones del tiempo (1y U),
en tanto (26) es de convergencia mas limitada. Por otra parte, se encuen-
tra que la ley de friccién no es un paso estrictamente necesario en el
desarrollo de una ecuacién de momentum unidimensional. Para notar
esto, basta considerar la relacién que se puede generar directamente
entre U y ¢ via ecuaciones (21) y (23), la que constituye la deseada
ecuacién de movimiento, y que adopta la forma

BoU + BIQ + ... = ash + o, Z—‘f + ... 27

Una tercera relacic’)n general es posible, si se combinan ¢ y T a través de
(23) y (24). Similarmente, varias expresiones del tipo (26) pueden encon-
trarse, en particular una forma'de la ecuacién de cantidad de movimien-
to, es decir,

boU+b19%—?+...=¢ (28)
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Para el caso especial en que A = 1/2, las expresiones anteriores toman
las siguientes formas numéricas:

2
U =0,0840 Z + 0,001405 @ 92 4 09417x 1020292 1+ (o,
dt de?

=27 +0,0420 0 9L + 03513 x 107° 0 ‘:tf . (30)
¢ =42 + 0,1680 Q-9Z + 0,002107 0* (31? + . 31)
7=2380 U + 0,100 98— 0,1905 x 102 02 f_g + - (32)
47,625 U + 1,20 Q id‘tj— - 0,3809 x 107% Q2 dTi‘;— o= b (33)

4. FLU_]O ACELERADO BAJO UN GRADIENTE DE PRESIONES CONSTANTE

Se estudiara la aplicacion de las ecuaciones unidimensionales anterior-
mente deducidas al problema de establecimiento en el tiempo de flujo
laminar en un ducto anular bajo la acciéon de un gradiente de presiones
constante en el tiempo.

Un modelo fisico aproximado del problema se ilustra en el diagrama
de definicién de la figura 1 a. Un ducto se encuentra en un extrémo
conectado a un estanque de carga constante, en tanto su extremo libre
descarga a la atmésfera.

Se supone que para t < 0 el extremo libre se encuentra cerrado, de
modo que el fluido en el interior del tubo estd en reposo. Para t = 0 se
abre subitamente dicho extremo, permitiéndose asi que el liquido se
acelere hasta alcanzar la velocidad de régimen permanente definida por
la altura de carga H,, las dimensiones del ducto y las propiedades del
fluido.

La velocidad de régimen permanente, en notacion adimensional, es

_® 2 1 -\ :
Us = g [1 42+ ———]

Si se elige A = 1/2, entonces U, = $/47,625. Es conveniente hacer U, =
U, es decir, utilizar U, como valor de referencia para la velocidad. De
acuerdo a esto,

_ gHb® 3T,
Vo= g5t * 2= V— (34)

$ = 47,625
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Fig. 1. Comparacién de velocidad media espacial exacta (Ec. 39), y velocidad media espacial
aproximada (método unidimensional, Ec. 42).
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En lo anterior se aprecia que, en este caso, { tiene el significado fisico
del nimero de Reynolds para el flujo permanente final.
La condicién inicial del problema es

u(r, 0) = 0 (35)

La solucién exacta de la ecuacién (16), sujeta a las condiciones de borde
(3) (4) y a la condicién inicial (35), es [4] [5]
x 2
u=u,~ X CoG () exp (- CQ ) (36)

donde u, es la velocidad de flujo permanente para t — «, y
Go = Jo(cat) + dy Ny (ca 1) (37)

Joy Ny sonlas funciones de Bessel de primera y segunda clase, orden cero.
Los coeficientes ¢, y d, son las raices de Gy(c,) = 0y Go(Ac,) = 0. Los
coeficientes C, quedan definidos por

C, = 2
c3 [N Gy (N c) + Gy ()] (38)

G =J1(cnr) + da Ny (cn 1)

Por integracién de (36) se obtiene la expresién exacta de la velocidad
‘media,
2

Ca
[Gilen) = X Gica M)] exp(— Cn t) (39)

Cn

U=1-127 X
n=0 Q
La correspondiente solucién unidimensional puede generarse tanto de
la ecuacién general de movimiento (27) como de su forma restringida
(28), las que para este problema, se transforman, respectivamente, en [8]:

’ 2
4U + 0,1680 O ‘31—‘3 + 0,002107 02 Ldtg_ + .. = 47,625 (40)
y
47,625 U + 1,20 0 U _ 3809 x 10-202 ‘if?j b o .. =47,625 (41)
t

Ambas ecuaciones dan como solucién-




Ley de friccion y ecuacion unidimensional 221

U=1 —exp(-w[) , (42)
Q

La ecuacion (42), la solucién unidimensional del problema, resulta en
forma mas simple de la ecuacion (41), en la cual unos pocos términos
entregan una aproximacion adecuada para el argumento de la funcién
exponencial. '

Se presentan en la figura 1 gréficos de la solucién exacta (39) y aproxi-
mada (unidimensional) (42) para { = V2.000 = 44,72.

El error asociado a la solucién aproximada es menor que 3% para
t > 0,5. Para apreciar el significado de este rango de tiempo, en el proceso
completo de establecimiento de flujo, se puede calcular el tiempo de
establecimiento t., definido habitualmente como el tiempo para el cual
U(te) = 0,99 U.. Una expresion suficientemente aproximada para t. se
puede extraer de (42), la que adopta la forma '
Q

te = 30.01 1n (100) (A = 0,5) ' (43)

que, para = 44,72 da el valor t. = 5,279.

En la figura 1 b se han magnificado las escalas para U y t de modo que
sea posible observar el tipo de error que conlleva la solucién aproximada
(42).

Debe hacerse notar que el fenémeno estudiado es uno donde las
limitaciones del método unidimensional se debieran reflejar mas signifi-
cativamente. En efecto, en este problema los transientes iniciales gobier-
nan todo el proceso, siendo dichos transientes descritos en forma relativa-
mente imprecisa por las ecuaciones en U, donde la tinica condicion inicial
posible es U(0) = 0, que no es equivalente a la condicién real, esto €s,
u(r, Q) = 0. Por otra parte, el valor de () elegido es el maximo admisible,
aproximadamente, para que el flujo permanezca laminar y, ala vez, es el
nimero que mas largo hace el proceso transiente.

En otro tipo de flujos, en particular en aquellos donde no se imponen
condiciones iniciales (como por ejemplo, en flujo oscilatorio), las solucio-
nes entregadas por la ecuaci6n (27) tienden a reproducir la solucién
exacta del problema.

También es preciso agregar que, si bien el uso de ecuaciones unidimen-
sionales como (40) y (41) es extremadamente simple en la obtencién de
soluciones para U, en comparacion al procedimiento convencional que
conduce a soluciones del tipo (36) (39), la obtencion de los coeficientes
numéricos en (40) y (41) no es simple, exigiendo un cierto numero de
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computaciones detalladas. Sin embargo, dichos coeficientes son universa-
les para un determinado valor de A, pudiéndose tabular en forma defini-
tiva.

5. CONCLUSIONES

Se ha desarrollado un procedimiento para obtener algunas formas de la
ley de friccién (relacion entre velocidad media espacial y esfuerzo cortan-
te en las paredes) y ecuacién unidimensional de movimiento (relacién
entre velocidad media espacial y funcién forzante) para flujo laminar
impermanente en ductos anulares. Dichas formas se pueden presentar en
forma implicita o explicita. En el primer caso intervienen las variables
dependientes y todas las posibles derivadas temporales de éstas; en el
segundo caso una variable dependiente es expresada en funcién de otra
variable dependiente y de todas las derivadas temporales de ésta.

El método conduce a resultados en general simples, los que contrastan
con la complejidad de las soluciones exactas conocidas. En especial se ha
analizado el problema de establecimiento de flujo, bajo la accién de una
funcién forzante constante, problema en el cual ha sido posible obtener
resultados de suficiente aproximacién con gran economia de calculo.
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