OURSO DE CALCULO INFINITESIMAL

O ANALISIS TRASCENDENTAL
—o @G —

(Conlinuacz'on).

Se’'ve que si M’ M" es infinitamente pequefio, respecto a
MM el limite de sen ¢ sera cero; lo que demuestra la propo-
sicion.

B

2. Proposicion. — Cuando las ~~— N
coordenadas de los puntos de una
curva son- funciones de un mismo pardmetro, la distancia de dos
puntos infinitamente préximos de la curva es de mismo orden de
pequestez que la variacion covrespondiente del parametro.

Sean en efecto, #, y 2, las coordenadas de un punto de la
curva (plana 0 no), supongamos que se tiene

x=f (1), y=¢ (), 2= \#(»’)

: Anun mcremento dt del parametro ¢ corresponden ciertos in-
crementos de las coordenadas i estos mcrementos se pueden
reemplazar por las diferenciales

dx=F" (8)dt, dy=g" (t) dt, de=-' (¢) dt
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As{ si se desprecian infinitamente pequefios de 6rden supe-
rior a 47 se tendrd para la distancia de los'dos puntos - mﬁmta-
mente proxunos

dx+dxt+dst =dt J]W‘H[’—,Z

El radical que multiplica 47 es jeneralmente una espresion
finita, luego la distancia de los puntos serd del mismo érden
que 4z :

De esta proposicion se deduce que s¢ los puntos de dos curvas
se corresponden unos a otros, la distancia de dos punios infinsta-
mente proxinios de una de ellas es de mismo brden que la distancia
de los puntos correspondientes de la otra, pues se puede suponer
que las coordenadas de los puntos corvespondientes de las dos cur-
vas son funciones de un mismo_parametro.

3.2 Proposicion.—ZLa distancia de un punto de una curva ala
tanjente en un punto infinitamente préximo de la misma curva
es ifinitamente pequeria de brden superior a la distancia de los
dos puntos. '

En efecto, sean M i M’ dos puntos infinitamente préximos
dela curva ABi M'P la dxstancna de M ala tanjente MT
en M.

En el tridngulo MM P se tiene
M P=MM sen M MP

Como el atigulo MM P és inhi-
nitamente pequeﬁo s€ ve que M’P serd de érden supcnor
aMM’

Problema de la tanjente a la poa"ar

28.—Sea 4B una curva; M7, M'T" dos tanjentes en dos
puntos infinitamente proximos M i M’; Pi P los puntos co-
rrespondientes de la podar que tierie por polo un punto O. Se
busca el Hmite de la récta PP” que sera la tanJente a la podat.
La distancia PP’ es de mismo 6rden de pequefiez que A"
pues los puntos de la. curva. dada.i de la poder se corresponden
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_unos a otros; sea MP” péralelo a M'P’; el punto P es tal que

P'P" es infinitamente pequeéfio de drden superior a MM, pues
P"P! es igual ala-dis- - £
tancia de M a la tan-
jente M'FP’; se deduce
que -tambien P!P” es
infinitamente pequefio
de drden superior a-
PP, luego en vez de
buscar el limite de P~
se puede buscar el limite
de PP”. Ahora los dos
puntos P, P” se encuen-
tran sobre una misma
circunferencia de did-

- metro OM, luego, en el

lmite, PP” serd tanjente a esta circunferencia, es decir, perpen-
dicular a la recta PC que junta P al punto medio € de OM.
Resultado conforme al calculo.

Tanjente a una curva epicicloidal

Ciiaiido una curva B rueda sinresbalar sobre ofra curva A4
fija, un punto A ligado mvarlablemente ala ¢urva,_ B enJendra
una curva epicicloidal; '
sé trata de buscar la
tanjente a esta dltima
curva.

Sean B i B’ dos posi-
¢iones infinitamente
préximas de la curva
mévil; Ci C"los puntos
de contacto, C la po-

sicion  que ocupa el
punto C de la curva B
cuando ésta dltima cur-
va ha venido en B; M i I las dos poslciones del punto ligado
ala carva mdévil. .
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La lonjitud MM’ es de mismo drden de pequediez que CC7,
pues a cada punto de contacto C corresponde un punto J/;
ahora C,C es infinitamente pequefio de drden superior a CC7,
porque, si se traza la tanjente comun en C a las curvas A { B/,
esta tanjente dividird CC, en dos segmentos infinitamente pe-
quefios de érden superior a CC’ o bien a €, C".

Si se traza por M’ una recta MM, igual en lonjitud i d1rec-
cion a C, C, la distancia M'M, serd infinitamente pequefia de
orden superior a MM, luego el lfmite de la direccion M es
el mismo que el de la direccion M/, ; ahora la figura muestra
que CM,=C, M =CM,uvego M, estasobre una circunferencia
de radio CM, igual a CM; el limite de la direccion MM, serd,
pues, la de la tanjente a una circunferencia de centro O 1 de ra-
dio CM; en restimen, la normal a la curva descrita por el punto
M es la recta MC que junta M al punto de contacto.

Tangente ala desarrollante de una curva

Si se desarrolla progresivameﬁte un hilo inestensible, primi-
tivamente enrollado sobre una curva 425, de manera que el hilo
"quede siempre tendido, su estremidad M describe una curva
que se llama desarrollante de AB.
Sean CM, ("M’ dos posiciones infinitamente préximas del

hilo, se trata de determinar el limite de la direccion #AM". E
- primer -lugar
MM es infini-
tamente pe-
quefio de mis-
mo 4érden que

CC’; sea ahora
: CM | unarecta
paralela a Cﬂ[ i M, un punto tal que LM, = CM sean tam-
bien CE, C'H dos perpendxculares aC'M.
~ El limite de la direccion MM, es el mismo que el limite- de
la direccion M M’; para demostrarlo basta demostrar que MM,
es infinitamente pequefio de érden superior a MM o.de érden
superior.a (¢, pues CC” es de mismo dérden que. MM
 Sea MP una perpendicular sobre CMI, la 10nJ1tud MP es
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infinitamente pequefia de drden superior a €C7, pues es igual a
la distancia CE de C ala tanjente C'/’; tambien PM |, es infi-
nitamente pequefio de érden superior a (", en efecto

PM,=CM,—CP

Ahora
=CH+HP=CH+CM
Luego , .
PM,=CM,—CH—C M
I como |
_ CM,=CM=CC+C'M .
Quedari:

"PM, =CC—-CH,;

esta diferencia es ev1dentemente de orden superior a CC pues

el dngulo en C’ es infinitamente pequefio. Asf en el tridngulo.
rectangulo M’'PM, los lados M'P, MP, son infinitamente pe-
quefios de 6rden superior a CC7, luego tamblen la hipotenusa
MM, serd infinitamente pequefia de orden superior a CC”

Segun esto el limite buscado es el mismo que el limite de la
direccion MM ; este dltimo es la tanjente & una circunferencia
de centro C; lucgo la normal a la desarrollante en el punto
M es larecta CM.

CAPITULO VII

DE LA RECTIFICACION DE LOS ARCOS

29.—Diferencial de un arco de curva.

Sea AFB una curva plana o no; x, 7, # las coordenadas de
cierto puntolM de la curva respecto a tres ejes rectangulares i
s el arco contado desde cierto punto fijo 4 "hdcia el punto 7]
si z; 7, # son espresados en funcion de cierto parametro #, s serd
ancion de #; buscaremos en primer lugar la derivada de s res-
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pecto a Z Cuando 7 se incrementa de at, el punto M viene enr
M’ i se puede tomar para las coordenadas de J/” las siguientes .

-

et ”'a’t LY A PRI

a’t at

Se sabe que en estas espresiones se han despreciado los infini-
v 4. tamente pequefios de drden su

4/’_’_\& perior a d4¢; ahora el incremento

del arco AM es de mismo Srden

de pequefiez,. que la cuerda M M”

1 sulimite a MM’ es uno; luego

podemos tomar para el incremento
del arco el valor siguierite '

dx dy\*  [ds\?
(@) +{(8) (%)

La derivada de s respecto a 7 ser4 por consiguiénte

é‘.__ . a’;t L fdy\? | [ds\*
a=\(@) +(@) +a)

I la diferencial del arco sera

dx \* dy \ az '\
ds=d1J<7;> +<dl) <dt) de2+d] +dz*

Reciprocamente si se quiere calcular un arco de curva corres-
pondiente a dos valores 'tl, ¢, del parametro ¢, se escribird

dx > dz \*
3_[ “ «/( d,) &) (@)
Para lds curvas planas se tomard el plano de fa curva como

plano de coordenadas. Si la carva estd, por ejemplo, en el plano
XOY se hdrd en las espresiones antenores dz=01 s€ tendra

ds= de’ +ay*
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Arco de circunferencia.
Sea 7 el radio, se elije el orfjen de las coordenadas en el cen-
tro, luego las coordenadas de un punto M podrdn ponerse bajo

la forma:
A=y COS?

y=rsent

El parametro # representa aquf el dngulo que hace el radio
OM con el eje OX. Se tendra

dy=—rsent dt _ ¥ _

dy=vrcos tdt / B

Luego . / A
ds=rdt 0 X

~ Si se quiere la lonjitud del arco
AB contado desde el eje OX
hasta un punto B tal que A0B =« se tendré:

a
s=r [ dit=7ra
J e
Arco de cicloide.

' Consideremos
una cicloide refe- Y.
rida a dos ejes :
rectangulares,dis-
puestos como en
la figura, es decir,
de tal manera que
el eje OX sea pa-
ralelo a la recta
sobre la cual rue-
da la circunferen-
cia jeneratriz i
tanjente a la cicloide, el orijen estdndoen el punto de tanjencia.
Si se toma como mas arriba el .4ngulo # como parametro va-
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riable isi# es el radio de la circunferencia generatriz; se ten-
drd, para las coordenadas de un punto J/ -

=z (w—u+tsenu)

y=r(I+cosu)
Se deduce o
' : dr= —rdu (1 —cos u)

dy= —rdusenu

ds = \/dx* +~a’j/2 =rdu /(1 —cos u)? +sen? u=2z2 rdu sen u;

.Si se llama s la lonjitud del arco OM se tendra
T
u u
s=27 | dusen—=4 »cos— .
fu 2 2

Esta férmula permite espresar s en funcion de y, en efecto se
tiene : : :
' ' %
=27 cos?—

2

Luego :
$*=8ry

30. La propiedad que indica esta tltima férmula es caracte-
ristica de las cicloides; en efecto, busquemos las curvas en las
cuales se tiene la relacion

S2 =Ry

De esta ecuacion se deduce

s=,/ky

ds=-~ N/—k—dj’
2 J

' £
dz? + ady:=——ady*
7 4y 7

SN

O bien
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La ecuacion jeneral de las curvas que satisfacen a la relacxon

anterior es pues
k=47
N
=

Para hacer la integracion se pone

4y=Fkcos? w

I laintegral se trasforma en la éiguiente
k. Ak
x=| ——=sin® o dw+C’———_? (sin 20—2w)+ C

Asi la ecuacion jeneral buscada se puede escribir de la ma-
nera siguiente

x$% (sen 2w—2w)+ C

= %(I +cos 2m)

Son cicloides tanjentes al ejé OX 1 que tienen su base para-

lela a OX; el radio del circulo generador és -

Arco de pardbola,

Sea y2 =2px la ecuacion de la curva, se tendrd:
ydy=pdx

Luego

wuﬂwﬁw;@ﬂG+;>

Si se quiere la-lonjitud del arco contado desde el vérticethasta
cierto punto de ordenada_y se escribiré

PE p J’+~/y +p""y- —
“f o 45 PR AR
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N

Arco de elipse.

La ecuacion de la elipse se puede escribir de la manera si-
guiente '

x=acos ¢

y=bsent

Se ve que la eliminacion.de # da en efecto la ecuacion cono-
cida. Deestas dos ecuaciones se deduce

dr=—asenid?

.a'y =/} cos tdt.
Luego '

ds=dt\/a® sen? t+ 62 cos? ¢
O bien, si se introduce la excentricidad e
ds=adt \/1—¢? sin® ¢

La lonjitud de un arco s 'de la elipse sera dada, segun esto,
. por una integral de la forma siguiente '

s=afdt~/1 —e2 sen2 ¢

Esta integral no es una de las funciones en uso jeneralmente;
es decir que la funcion que tiene por derivadaJm
no es ni aljebriica, ni trigonométrica, ni esponencial o logarit-
mica. Esto no impide que en realidad esta funcion existe;ella
pertenece a la clase de funciones que, por analojfa, se han lla-
mado funciones elipticas: '

Arco de hélice.

31.—Consideremos un cilindro i un sistema de tres ejes de
coordenadas - el¢jidos de tal manera que 0.2 sea paralelo a las
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jeneratrices del cilindro: La seccion recta serd una curva como
A m b, Si 9 es un punto de la seccion recta; #, ¥ sus coordena- -
[Rad) -

dos i ¢ el arco Am contado
desde cit?rt.o‘punto A, se po- 7
drd escribir

r=7 (o)
y=¢ (o)

La hélice es una curva

como AMPB trazada sobre
el cilindro i tal que la orde-
nada Mz de uno cualquiera
de sus puntos es proporcio-
nal al arco Awm de la sec- v
cion recta es decir que los

coordenadas del punto /7 satisfaran a las ecuaciones siguientes

z=f (o)
=9 (a)
z2=g g0

En la espresion de 2 se considera § como constante. De estas

ecuaciones se deduce

dx=f’ (a-)a’a-
dy=¢’ (o) do
dz=1g 0 do

Luego

ds=do JF* () +* (D) 1470
Pero, en la seccion recta se tiene
| dx® +dy* = do*

Por consiguiente

TOMO LXXXVIII
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.-O bien
s (cr)+¢ (e)=r1

Tendremos, segun esto

_____ 4

Se integra inmediatamente i se tiene

COS

Si s se cuenta como o desde el punto A4 se tendrd simple-
mente ' :

Esta férmula es evidente cuando se considera que la helice
se desarrolla segun una recta.

Espreszon de la lonjitud del arco en una curva referida a coorde-
nadas polares

La figura ya considerada para obtener la tanjente a una curva
referida a coordenadas polares nos da luego

ds? =dy? +¢* d6*

O bien

k ar 5
ds=d9,\/rz-i—:<—d§>
Luego

s=fdejrg i\ (%% >
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Arco de cardioide.

La cardioide es la curva enjendrada por los pies de las
perpendiculares bajadas desde un punto de una circunferen-
cia sobre sus tanjentes. Su ecuacion es

r=a (14 cos 6)
Por co.ns‘iguiénte
dr :
W= —asen o
d 2 ")f . 2 . 1_ 2 g 2 0 2
st=a®q (14cos '0)‘ +sen? g J-a_’0'=4a cos~7d6
A P
s=2 qfcos ;d@-_a,a sen 7-{- C
El ér_céé comprendido entre =0 i §== tendrd por lonjitud

s=2 ezfr cos—fd@:4a

Direccion de la tanjente en una curva que no es plana

-84. .Sean a; B, v los cosenos directores de la tanjente a una
~ curva cualquiera en uno de sus puntos de coordenadas x, y, 2.
Si se considera un elemento infinitamente pequefio de.la curva,
de lonjitud ds, este elemento se proyectard sobre los tres ejes,
segun dx, dy, dz; luego se tendrd ‘

‘a’,.rz_‘q ds
dy%ﬁds
dz=+ds
O bien - |
a=£’E 3=~_@—,, y = dz
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Por ejeniplo, en el caso de la helice se
a=/" (o) cos 0
B=¢ () cos §
v=sen

tiene

En este tltimo caso, el coseno del 4ngulo que hace la tanjente
con OZ o con las jeneratrices es constante, i el 4ngulo que hace
esta tanjente con el plano XOY esigual a 6.

Variacion de lonjitud de una vecta mov
dos curvas

1 que se apoya sobre

‘ 35.—Sean AB, CD dos curvas i MM’ una recta mévil que se

apoya sobre ellas, / la lonjitud MM’; x, ,

z las coordenadas de
M- respecto a cierto
sistema de tres ejes
rectangulares; 2’y 2
las coordenadas de
M’; ds el arco que des-
cribe el punto M so-
bre AB ids el arco
correspondiente des-
crito por M’ sobre
CD; a, B, v los cose-

‘nos directores de la

tanjente A/ 7 a la cur-

vaAB;d 8y losdela tanjente M’ 7" a CD; \, w, v los cosenos

" directores de MM', se tiene

A=zl N
V=y+ip
d=z2+ly

TLuego .
ax' =dr+\ di+ld\

—dytudl+idu
d =de+v di+1dy
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Si se multiplica la primera ecuacion por A, la segunda por w,
la- tercera por v i si se suman se obtiene

(1) Nz’ + udy +vds' =\dx + udy + vdz + dl
En efecto se tiene |
A4 uitv=1
4 ANdN+udu+vdv=o0

Ahora, si d, dy, dz son los diferenciales de x, y, 2, se puede
escribir

dr=uads
dy=08ds
dz=7y ds A
Del mismo modo
dr =d ds’
. Ay =84ds
dz’ =+ ds,

Luego._si se lleva en (1)
ds' A +uB +vy')=ds (Xa +uB+vy)+dl

Sea ¢ el dngulo qué hace MT con MM 1 ¢’ el de M’ 7" con
la prolongacion de MM se tiene

cos g =Aa+uB+vy
cos ¢’ =Aa' +uB+4rvy’
Luego
(2) dl=ds' cos ¢/ —ds cos ¢

Esta formula sé obtiene directamente por medio de las pro-
_jecciones. Sea en efecto en la figura MM, =ds; MM, =ds
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M, M’ =[4dlsi se proyectael conto’rno~.‘MM1 M M so-
bre MM, la proyeccion serd igual a’ /; sea ¢ el angulo de
MM, con MM se tienc

[=ds cos ¢p+{{+dl) cos e—ds’ cos ¢’

Como ¢ es infinitamente pequefio se debe reemplazar cos e
por [ i quedard

dl=ds’ cos¢’ —ds cos ¢

( Continuard)
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