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UN METODO NUEVO PARA RESOLVER LAS ECUACIONES
DEL TERCER GRADO '

e

El método nuevo que nos proporemos esplicar en el pre-
sente trabajo, consiste en trasformar la ecuacion del tercer
grado en otra del cuarto, introduciendo una ralz aneva 43 que
se determina despues convenientemente.

Sea la ecuacion propuesta en la forma reducida

(1) x? +3px+2q9=0. (%)

La multiplicamos por x—42, (*) siendo 2 un numero cual-
quiera, i resulta :

{2) Nt —42x7 + 3px® 4 (2q — 12pd)x —§q2 =
* Reduciendo ia ecuacion (2) por medio de la sustitucion

3) x=y+?

(*} Para evitar fracciones se han multiplicado los nimeros p, g, 3 respec-
tivamente por 3, 2, 4.
TOMO CVill . ) ) 45
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obtenemos

o

(4) yr43(p—22%)y® +2(q—3p2 —43%)y — 38(2q + 3p2 +8%) =0
Sentemos, ahora, para abreviar

Xp—22)°=a; 2(q—3p2~42*)=Db; —~3X2q+3pd+3%)=0"

i apliquemos el método de Descartes para resolver la ecuacion.
(4). Para este fin, hacemos

(s) yitay®+by+o=(y*+uy+v)iy® —uy +t)

de lo que deducimos, por comparacion de los coeficientes

v+t—ui=a
(6) ult—v)=D
tv=c
ademas
(a+u?ju+b, (a+u?lu—b,
2t="_T— 2V-‘=—_—E‘_—‘
luego
4tv=w&£:4c

i, en fin, la sresolvente

n - uf42aut+(a—=4c)u* ~bi=o0
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El coeficiente de u® se espresa en funcion de p, q, 2 como
sigue

Cat—go=0(p* —4pd® +43%) + 12(2Q2 + 3p23% +2*)
=3(3p>+8qd+ 163°%)

Si sentamos todavia en (7)
(8) u?=u,
podemos escribir

(9) u’s 4+ 6(p—23")0'* + 3(3p% + 83 + 169 )u’—

—4(q—3p2—43*)*=o0.

Despues de haber reducido esta ecuacion por medio de la
sustitucion '

(10) u'=z—2(p—23%)
resulta
(11) % + 3(16p2* + 8q3 —p)z +

+2(6490% —43p*3* — 12pg2 — p® —2q*%)=0.

Determinemos ahora 9 de modo que la ecuacion (I1) se
reduzca a una ecnacion de forma binomial, o sea que sen--
temos i

16p2* +8q2~p?=0

o bien

(12) a=—9Ea +p?
: ap
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Ahora bien, x=42 es una raiz de la ecuacion (2), luego y = 33
serd una raiz de (4) i, por lo tanto, tambien una raiz de xna de
las ecuaciones de segundo grado que se desprenden de la ecua
cion (3), a saber

f yi4uy+v=o0

y*—uy+t=o0

Sea y’ la otra raiz de la misma ecuacion de Segundo grado.
enemos, en virtud de un tecrema conocido,

304y =Fu
o bien y'=—307Fu
luego, en virtud de (3),

¥'= — 2071

Segun esto, para obtener una raiz de la ecuacion (1) hai que
resolver sucesivamente las ecuaciones siguientes:

(8) C p=TaESE R’
4p
B) 2¥=12(2q% + p® + 12pQ3 + 48p> -’——64q3-‘")
(<) u=u'=z-—2(p—222)
o8 ' X = —20u

Fjeuplo: Sea resolver la ecuacion

NP+ 15X - 124=0
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Tenemos g —6223=293 g geanr =2 o L
P 549= v 20 Cc P Zo
A) e ] da, en virtud de la férmula (B),
<
2F 62_
2% =2 .{76SS+125—12562. 2 44825 272 4

luego z=126.
De aqui por medio de la férmula (C)

u*=126—10+ 25 _ 1039
4 4
o sea el valor absoluto de u
| ul =2
En fin, segun (D)

_ 2533
S

lo que da X/==—29, X" =4.

De estos dos valores no sirve mas que z”=g4, puesto que

x'= —20 no puede ser raiz de la ecuacion propuesta, por no ser
29 divisor de 124,

1 .
B) 2 =-—~_— da sucesivamente
20

7=——I§6' |u | :%’x:%:ﬁﬁoseax'z—l_sg' x'=4
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Comio la ecuacion propuesta no tiene raices f{raccionarias,
puesto que el coeficiente de x* es la unidad i los demas coefi-
cientes son enteros, x'= —X%' no sirve.

Las otras dos raices de la ecuacion propuesta se obtiene lo
mas facil, dividiendo el primer miembro por x—4 e igualando
la funcicn resultante de segqndé grado a cero.

Para reunir, despues, las cuatro ecuaciones (A) a (D) en una
sola, o bien para establecer una férmula que nos dé z inmedia-
tamente en {uncion de g i ¢, sentemos

2/ +p" =R, luego 2 zlifg

i formemos

16p%0% =2q° +p® —2qR
64p*3” = —49” - 3p*q +(49* +p*)R

Introduciendo estos valores en la férmula (B) se obtiene, me-
diante algunas trasformaciones

_»_ SR¥(—q+R)

5
de aqui

AY
(14) 2 = i:/a:ﬂif

Por consiguiente resulta en lugar de (C)
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o sea
(13) n:= 2q2—7p:;—3qR+8pR~/“Q+R
4p*
de aqui
(16) A/zq'—’—7p"—2qR+SpR~/fq+R
o =M — -
i, en fin,

3
{17) q—R¢\/2q2-7p”-zqR+8pRJ—q+R
’ X= .
2p

Ejemplo: Sea resolver la ecuacion
x*—9gx+28=0

Tenemos p= —3, q=14, R=,/196—27 =313.
A) R=+13dd2 = Lz i la cantidad subradical de la férmu-
1
la (17)

2q° —7p*—2qR + SpRJTq+ R=2196+7.27~28.13+
+24.13=529=23"

vy

uego

o 123
3
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N
osea X =—,X"=—4.

3

De estos dos valores sirve solo el dltimo, puesto que la ecua~
cion propuesta no tiene raices fraccionarias.

B) R=—13da2=2i

Eaive]

3 e
2q¥ —7p” —2qR+8p/~q+R=2.196+7.27 + 2813 —

>

—24.13.3=9=3

]

.
luego x= {72 gseax'=—4, X" =—35.
-6

En este caso, sirve el primero de los valores de x, puesto que
5 no es divisor de z28.

La formula encontrada en (17) para rcsolver la ecuacion (1)
tiene, 2 mi parecer, interes para los matematicos en cuanto que
tiene una forma, a primera vista, completamente distinta de la
llamada férmula de Cardano, aungue su aplicacion es mas com-
plicada. En verdad, como veremos mas abajo, se puede reducir
la férmula (17) a la de Cardano, i desde luego notamos que
presenta los mismos inconvenientes que han conducido al caso

irreductible, puesto que en (17) aparece la misma,/— q + K
que en la férmula de Cardano. En efecto, no, es posible hacer
desaparecer Ja forma imajinaria de x en el caso de que p= —p’
i p/:;>q-z'

Nos resta todavia deducir de la férmula (17) la férmula de
Cardano i lo vamos a hacer de dos modos, aprovechando pri-
mero las ecuaciones (13) para obtener z cn funcion de p, q i
R i, en segundo lugar, fijandonos en el doble signo tanto de R
como de la raiz cuadrada que aparece en (17).

1.° En virtud de las ecuaciones (13) i de los valoresdevi 2
que resultan del sistema (6), i si se designa, como mas arriba,
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-~
C

por 3" la raiz de una de las ecuaciones (13) que pertenece a 32,
se tiene a la vez

- u*+aju—b
o Dy = —1u i q37/:( -ay
3Ty 5<% T
o)
. oy .
4y = 4u i gy =W TAUTD

2u

Luego se tiene, por eliminacion de /,

v?4+adu—b
: B

{u? +a)utb
o 31— 1) = RiPhaiiiiig
S(u— ="

sta ultima ecuacion se convierte en la anterior, si se reem-
Est :
plaza + « por—u, luego serd

s _(u? +ajuzrb
Ru—git=t T
F3eu—92 >u

de aqui

(18) F(63u® —b)=u(u*+a+ 1837)

Si se introduce en (18) el valor de # de laférmula (16) 1 los
valores de @ 1 & que, en funcion de p, q i R, se espresan de la
manera siguiente:

_3(7p*—2q” +2qR)
8p*

a

b—49°+31p"°q—(aq” +13pM)R
) Sp:)
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se obtiene despues de haber ejecutado algunas trasformaciones
nada sencillas,

p=2q+R/(—q+RjF —2p*./—q+ R=p(=q+R)
2p*

i luego, en virtud de (D)

(1) x=p'/ S0 FR—(0+R) =9+ R)’
pi

Si se pasa todavia g+ R debajo del radical i se pone

JAFR(Cq+R)® = JRF g KR+ q)=p°"/q+ K,
se desprende de (19)

3

x=;/—q+R~~/q+R=,~/—q+R-§f ,;/-q-—R

5

O sea X = \/—-q+,\/q—‘-'+p": + \/-—q—-,\/q'z'%p_“

que es, en verdad, la férmula de Cardano.

22 Como la ecuacion (17) proporciona tanto para R=
+./9° +p*® como para R=—_/q> +p? un- mismo valor de =
que corresponde a uno de los signos de la raiz cuadrada, se
puede deducir de (17), designando ahora por R solamente el

valor positivo de la /q° + p*, las das ecuaciones.

2px=q— R:!:N/zqf ~7p°—2qR+8pR/—q+R
(20)

i 2px =CH—R=1:A~,/2C12 ~7p*+2qR+8pR./ q + R
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Ahora bien, las ecuaciones (20) dan Jugar a cuatro combina-
ciones segun que se consideren los signos — o + de las raices
cuadradas. Antes de tomar en cuenta estas combinaciones,
sentamos para abreviar :

2q* —7p*—2qR + SpR,:/__q_*__R:K:
i . 2q—7pi+aqR+ SPR:/q +R=K"

de lo que se deduce

(1) K:—-K==-4R ‘{q+2p(:/Q+R—:/—qu) }

En virtud de estas abreviaciones se obtiene, en lugar de (20},

1 2px=q—~RFK
(22)
1i4m=q+R¢K’

Combinando ahora en (22) sucesivamente los signos o5 de K
con los o= de K/, se deduce que en cualquier caso determinado
se verifica #na de las cnatro relaciones siguientes:

| 12 g~R—K=q+R—-K' o0sea K—K'=—2R
gz.ﬂ' q—R—-K=gq+R+K' osea K+K'=~-2R
QS)( 32 g—R+K=g+R—-K' osea K+K' = 2R
{42 q—R+K=q+R+K' osea K—-K = 2R

~R-K

— i
2p

En los dos prinizeros cascs se tiene ademas x=
g—R+K
2p

en los dos wltivies x =
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Dividiendo ahora la ecuacien (21) por cada una de las 4 ecua-
ciones (23), resulta en los dos primeros casos

KEK'=2 {q+2m;/q+R—J:“+' ) }

luego K:q——RJrzp(;/q—}—R—;/—q—f—R)

R-K_ & __ _ 5_
2p =J-a+R-Ja+R

i x=9"

=J~q+R+./—q-R
i eu los dos ltimos casos se obtiene

)

KFK = —2 {1200 /3 7 R- Y370 J

L

K4+X'=2R,

luego K:R—q——zp(:/c—f;_f~~}—q+R)

. “R+K_ 5o s
i X:q__zp‘—-=~/-_q+R+~/-—q\~R

de suerte que resulta, en todo caso, la férmula de Cardano.

AUGUSTO TAFELMACHER.






