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OURSO DE CALCULO INFINITESIMAL

::
g3

( Continuacion)

Sea, por ejemplo, la ecuacion

«© -1 =0
dx dy Y ez
7
en fa cual se supone «, 8, v constantes; para determinar 7 se
escribirdn las ccuaciones y
dx ady dz
a B v
De ellas se deduce
x z
=t C‘l
[#3 ’)/
-
Z -2 e,
8 % £
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Luego la solucion es

Al igualar la funcion # a una constante se obtiene la ecua-
cion jeneral de los cilindros cuyas jeneratrices son paralelasala
direccion a, 8, .

Sea tambien la ecuacion

oF F ¥a
(x—a) 37 + {y—4} 3y + {z—¢) P

en la cual @, &, ¢ son constantes; se escribird

T _ o

- va

& T b o
-5

g =C,

g—c
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Si se ignala # a una constante se obtlene la ecuacion de un
cono cuyo vértice es el punto g, 4, ¢.

Sea finalmente la ecuacion

Se escribird

De aqui se deduce

xdzx+ydy=0

Luego

_.'-
i
N

w

1.a solucion es por consiguiente

F=Ar (27 +y°, 2)

Aligualar # a una constante se obtiene la ecuacion de una
superficie de revolucion al rededor de 0 Z.
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Ecuaciones {neales con segundo migimbro

Consideremos ahora una ecuacion lineal con segundo

miembro
2F AF

(8) P L0 g
cx Jy

i supongamos que ~, ¢ sean funciones de 2, y i R funcion de
x,7, F; el valor buscado de la funcion # puede definirse por
medio de la ccuacion

¢ (%3 £)=0

i de ésta se deduce

2 3‘(7) c
= dv+ — dy+ <~ dF=0
cx cy 2z
Luego
%
ey o
dx 3¢
dz
¢
M
dy dep
2z
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Licvemos estos valores en (8), obtendremos

Es una ecuacion linezl sin segundo miembro i con tres va-
riables #, y, #; se resolverd segun la regla establecida mas
arriba.

Sea, por cjemplo, la ecuacion

2
K(o)) T oy ———=m F

dx dy dF
oy oa

i de aqui se deduce

% =C,
F:u =0,
z
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Luego

De suerte que (9) es la ecnacion caracteristica de las funcio-
nes homojéneas de grado .

Ecuaciones lineales sin segundo miembro, entre un nimero
cualquiera de variables

Hasta ahora, la jeometrfa nos ha conducido a la solucion de
las ecuaciones de dos o tres variables, i se puede observar que,
en los dos casos, hai una gran analojfa. Esta analojia se con-
serva en el caso jeneral de # variables; sea la ecuacion

P, P,....P, son funciones de las » variables z, #,....xn
Escribiremos como mas arriba

(}!) Pl = ';Dz SRR Pn
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Es un sistema de z—1 ecuaciones diferenciales del primer
orden; si ellas se pueden integrar se podra escribir el resultado
de la integracion bajo la forma

(f)n»l(zl EZ ~’rn): Cn~1

Cada una de las z—1 funciones ¢, ¢,....¢,-, es una solu-
cion de la ecuacion; se tiene en efecto, para una cualquiera de

ellas,

o¢ 2 d¢
b e, + ..
BT gy ety

1 2 n

dx,=0

Como esta ecnacion no contiene ninguna constante arbitra-
ria, eila debe ser una consecuencia de (11), luego se debe tener
tambien :

3¢ 3¢ 3
J Ay Yy YL
oz, dz, dx,

Esto prueba que ¢ es una solucion de la ecuacion propuesta-

Por otra parte, se averigua, como mas arriba, que una funcion
cualquiera de ¢, ¢, .... ¢, es tambien una sclucion i que, re-
ciprocamente, toda solucion de (10)es una funcion de ¢; ¢,...
¢a; luego la funcion mas jeneral que satisface a (10) es

F=vr(¢1$2----%a)
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Ecuacion no lineal enive las devivadas parcinles de una funcion
de dos variables

Sea la ecuacion

oz dz
12 E: o, T |=
(12) f<f,y,z, 3 ay> o

Para determinar la funcion zde x, y gue satisface a esta ecua-
cion se buscara, en primer lugar, una funcion

g

(%)
G

&‘m

3

]

. R \:C
(13) ¢ <:¥,j/, ERE /

C/}/

)

'z
tal que los valores de —
: o

o

dz
D deducidos de (12) i (13) satis-
b4 .

fagan a la condicion

22z e’z

(14) drdy — oy dx

Veamos cual debe ser la forma de la funcion ¢; escribamos
las derivadas parciales de (12) i (13) respectode #, 7 i ponga-
mos, para simplificar,
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Tendremos

G
Nig
|_

Q)
\,‘

Fon F % L 3

dx 2z & x 3y ox

2f 2f 2 2 3 7

7\1. + *'\f 7+ ’::T/; ﬁ -+ 7»}“[ ,\g =0
oy oz u/) ‘:‘)’ o7 2y

E L W I
a oz %5 oz o x

ct 2¢ ¢ Qp o Cg _
T E Ty y Ty

Multipliquemos respectivamente estas ccatro ecuaciones por

o¢ ¢ of 3f
I [ AU S S,

aﬁ ) ag Al + E'p ’ ] 8(]

que la condicion (14) equivale a

i sumamos; observemos ademas

P 29
dy  ox

Se obtendrd

% of 8¢ 3f %/ f 3N
x op +j‘_ 3 +ﬁ2~(\ﬁ 3p 'gag/
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Esta es una ecuacion lineal entre las derivadas parciales de
la funcion ¢; luego !a funcion serd definida por las ecnaciones
diferenciales

de _ dy _  dz
T - 3f
% ’ A
e/ A
S L,
w4 2z 'Dy + 2z

«}75(.15,]‘ Z)ﬁ) ‘])ZC

una integral de estas ecuaciones.

La funcion ¢ i la ecuacion propuesta / permitiran espresar
" los valores de p 1 ¢ en funcion de x, 7, z i de la constante C.

Se tiene en seguida

)

Y

dr+ =

(..)‘ [

cx

Esta ecuacion es integrable porque la relacion (14) es satis-
fecha, se obtendrd, por consiguiente,

{(13) =\ (1,7, (L)

Este valor de # con dos constantes arbitrarias se ilama 7n/e-
gral completa de la ecuacion (12).
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Reemplacemos €/ por una funcion arbitraria de £, x (C) por
ejemplo, i eliminemos C entre las ecuaciones

z=wif{x,y, ¢ x (C)}

Obterdremos un valor de z, sin constante i con una funcion
arbitraria x; este nuevo valor, llamado dntegral jeneral satisface
tambien a la ecuacion propuesta (12); en efecto, cualesquiera
que sean los valores constantes de €1 ' =x({) la funcion z i
sus derivadas parciales respecto de z, y, satisfacen a la ecuacion
(12). En la integral jeneral, € es una funcion de #, y i las deri-
vadas de z respecto a z, y son

oC 07 D

<)
vy
G

e ,\ oC
oC aC" T ) 3y

_93_ ____3\/,: -+ /?llf, € E’\p \b'\£
) dx \

pps o a‘\,b
.
9z N
E’y dy

Luego las derivadas de z respecto a z, ¥ son las mismas que
en el caso-de £ i {7 constantes, i ellas satisfacen por consi-
guiente a la ecuacion propuesta.
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Aplicacion
1."" Sea la ecuacion
z 0z
7= __ =
dx Iy
O bien
Z=pq
~Tendremos

f(‘f’y7 2, pv‘]>:l¢g—5
Para determinar la funcion ¢ formaremos las ecuaciones

dx _dy dz _ dp dg
4 ? 29 z g

Se obtiene inmediatamente la integral
p=y+C
i Ia ecuacion propuesta da
= i C
Luego

dy

2
2 ={ 3 4 h
de=(yp+ ) dr+ S+ C
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Segun esto la derivada parcial de s respecto de y es »i—z ise
. ¥

tiene

O bien

z=(y+ )y (r)

Por otra parte la derivada parcial de z respecto de x es

7+ C
luego
y+ C=(y+ )y (x)
O bien
Vi(x)=1
Yr{xy=x+C’

Se obtiene finalmente
z=(y+0) =+ L")
i esta es la integral completa de la ecuacion diferencial.

2.° Sea la ecuacion

TOMO CVI 67



962 MEMORIAS CIENT{FICAS 1 LITERARIAS

pg—xy=0
Tendremos

flxyepq)=pg—xy=0

La funcion f no contiene g esplicitamente. Formemos las

ecuaciones diferenciales

dr _ dy Az _ 4P g

q 4 rq g x
Se obtiene desde luego la integral

P=at 4O

Ny
©

Luego

7:»‘«/:‘24‘61

De la ecuacion propuesta se deduce en seguida

Por consiguiente




CURSO DE CALCULO INFINITESIMAL 963

O bien

Tal es Ia solucion completa de la ecuacion propuesta.

Ecuaciones entre los dertvadas parciales de Srden superior

La integracion de estas ecuaciones presenta en jeneral gran-
g J £
des dificultades 1 no existen reglas que convengan a todos los
> b=
casos.
Cuando se trata de ecuaciones entre las derivadas parciales
de segundo drden, lo mas natural es de buscar, en primer lugar
> ? ’ P > 4
una integral entre las derivadas parciales de primer 6rden. Es-
plicaremos en qué consiste este método aplicandolo desde lue-
go a una de las ecuaciones de la fisica. Sea la ecuacion

. &z . 22
(16) — =at =
ozt oy

Se trata de determinar la funcion z de z, y que satisfaga a
esta ecuacion. Consideremos la ecuacion

(17) fxyzpg)=o

i busquemos cud! debe ser la forma de la funcion f para que la
ecuacion propuesta (16) sea una consecuencia de (17).

A. OBRECHT

" (Continuard)




