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OURSO DE CALCULO INFINITESIMAL
R SO
( Continuacion)

Luego

=

_— z
Y+ —Kr=Ce

De aguf se deduce
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Es la ecuacion de una caternaria. Luego la superficie de re-

volucion enjendrada por la catenaria es aplicable sobre el heli-
coide con plano director.

Las #dnicas superficies que se pueden aplicar sobre un planc son
las superficies desarrollables

En efecto, elijamos en el plano las abscisas { las ordenadas
como curvas # 1 v; los valores de ds i ds” relativas a la super-
ficie 1 2l plano, serédn

ds®=A du? 428 du dv+ C dv*

ds’? =rdu® +dv®

Luego, para que la superficie pueda aplicarse sobre el plano
es necesario que se tenga, en todos sus puntos,

o Oy o
([
O e

i

O bien, si se reemplazan 4, B, C por sus valores (6)

cx cx dy Qy oz cz
—_— = = bk ——— = O
du v | 3w v du Qv
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Derivamos estas relaciones, respecto de = 1 v, tendremos,

cicnes evidentes,

le}
<

gunas redu

despues de al

De estas ecnaciones se deduce

(16)

TOMO CVI
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] _ dx 3y
Las relaciones (15) espresan, segun {4), que ——, )
2 : . Pu n

5, Son funciones de un solo parametro ¢ porque sus deriv
%

das parciales respecto de » 1 de v son proporcionales; las rela-
] 2x 2y 2z . ]
ciones (16) espresan que =—» —=*—, —— son tambien funcio-
v dv v
nes de un mismo parametro 2, ademas la relacion

muestra que los parametros ¢ i ' deben ser funcion uno de

2

. S x 2y 2z
otro; luego, en resiimen, las seis derivadas v
2 2y 2z du  2u  Qu

e v . .
= ,\} » ——- son funciones de un mismo parametro
v v v

Ahora, si A, u, v son los cosenos directores de la normal en

un punto de la superficie, se tiene

>

N ex dy | 2z 5

— — ey —— =

R LEY:

A ex dy 2z o
S by =
ay M dv v

Luego los tres cosenos X, u, » son tambien funciones de un
solo parametro 1 hemos visto, en el capitulo 11, que esta pro-
piedad caracteriza las superficies regladas desarrollables. Estas
ultimas son por consiguicnte las Gnicas superficies gue pueden
aplicarse sobre un plan, sin ruptura ni doblez.

La demostracion anterior es debida a Boanet.
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TEOREMA

Cuando dos superficies son aplicables una sodvela oira, los produc-
fos de los radios de curvatura principales, en los puntos corves-
pondientes de las dos superficies, son qguales.

Sea, en efecto, O un punto de una superficie; referimos una
porcion infinitamente pequefia de ella a un sistema de ejes de
coordenadas tales que O sea el orfjen, YOV el plano tanjente,
en O, a la superficie i 0X, OV las direcciones principales en el
mismo punto.

Consideremos, en cada seccion normal de la superficieia
partir del punto O, un arco de lonjitud infinitamente pequefio s;
limitaremos asi, sobre la superficie, un drea w.

Trataremos de avaluar esta 4rea, considerando a s como in-
finitamente pequefio principal i despreciando los infinitamente
peguefios de tercer érden.

Sea dw un elemento de esta drea i A, «, » los cosenos direc-
tores de la normal a este elemento, 4w, la proveccion de dw
sobre el plano X0V, se tendrd

Para calcular » se puede sustituir a la superficie su parabo-
loide osculador; sean &,, £, los radios principales de curvatu-
ra en O, la ecuacion del paraboloide osculador es

e z:
7T 2R, 2R,
Luego
A kv
xr oy =1
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De agui se deduce

T I z2 y‘.:
R A S T T
r A TR RZ

Se puede escribir ahora

dwy=pdp df

i se tendrd

2 Pea
{ o .
= ! ] ¥
w= 146 pdp(I-F?j—E.;—“{-ZR
o 0
O bien
27 ke
R cos?
g pdpq—p"dla < ZR;)

w =
0

senz @

2R;

)
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i por consiguiente

|

{

27
i, [ 7 7t Jcos*@  sen?d )
=das 1T+ = (T + =
0=1a0 E 4 \2R] 2 R? /}}
0

En estas férmulas, » es la proyeccion sobre XY OV del arco s
ra-

situado en el plano normal cuya orientacion es . Sea K el
dio de curvatura de la seccion correspondiente, se tendra

7 s/] i — |
\ 6]6—;

1 cos*é senz8
Rt *‘K:v

27
5% 7 sT Y st f cos?d sen?g
=1do { = 1——5rl+ o oyt |
® 8{2\ 3R] 8\ RY 22 ,v}
o
O todavia
27
e _ St gp [ 400878 sentbE  fcos’f  sentf)
POV R TR TR T R

L]
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La integracion no presenta dificultad i se obtiene finalmente

, s
w=75* {1 ———

2R, R, /)

Para que otra superficie pueda aplicarse, sin ruptura ni do-
blez sobre la primera, es necesario que, en los puntos corres-
pondientes de las dos superficies, 1 con el mismo valor de s, se
obtenga el mismo valor de w, luego es necesario que el pro-
ducto B, R, tenga el mismo valor en los referidos puntos.

En el plano, el producto R, K, es infinito para todos los
purntos, luego las Gnicas superficies que se pueden aplicar exac-
tamente scbre el plano son aquellas que tienen en todos sus
puntos un radio principal de curvatura infinito. Habra por con-
siguiente, sobre estas superficies, un sistema de lineas de curva-
tura en todos los puntos de los cuales el radio de curvatura
principal de la superficie es infinito, ahora los normales a lasu-
perficie en los puntos de esta linea de curvatura deben formar
una superficie desarrollable, luego esta superficie desarrollable
debe reducirse a un plano; las lineas de curvatura del sistema
considerado son por consiguiente rectilineas; i la superficie apli-
cable sobre el plano es reglada; ademas la normal en todos los
puntos de una misma jenerafriz conserva una direccion cons-
tante, luego es una superficie reglada desarrollable.

SUPERFICIE DE AREA MINIMA QUE PASA POR UNA CURVA
DADA CUALQUIERA

Resolveremos, en primer lugar, el siguiente problema: Dos
puntos fijos 4, B estdn situados en los planos de coordenadas
X0Z, YOZ a una misma distancia a del eje 0Z; se consideran
entre los paraboloides que pasan por A I B i tienen su vértice
sobre 0Z, los que tienen sus planos principales confundidos
con X0Z, YOZ. Un cilindro de revolucion, paralelo a 0Z,
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tiene por seccion recta una circunferencia de radio a. Se pide
cudl debe ser la forma del paraboloide para que el drea limi-
tada sobre €] por el cilindro sea un minimo.

La ecuacion de uno cualquiera de los paraboloides tiene la

F

forma

F=-2 +
2R,
a®
& =—au—+C
2R,

Luego, cualquiera que sea (., la diferencia %
1

constante.
Ahora, sea dw un elemento de drea del paraboloide 1 A, u, v

los cosenos directores de la normal en este punto, se tiene

RS S
A
R, R,

Luego
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Sea tambien 4w, 12 proyeccion de dw en el plano X0V

Supondremos que a es una cantidad infinitamente pequefia
i despreciaremos a*, entdnces

2
do=dwo + 7%? \
& 2 /
Por consiguiente
=g P Zxdws+ - Zy*dw
01 2]3;) e i ZRE d 0

Las dos sumas que figuran en el segundo miembro son evi-
dentemente iguales { funciones de a; sea Kw, su valor comun,
podremos escribir

W=y -+

El 4drea o serd un minimo cuando el paréntesis tendrd un

¥
i

, - . .1
valor minimo; pero la diferencia —;— —
R, R,

£0 w serd minimo cuando se tendrd

es constante, lue-

(17
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Este resultado puede aplicarse directamente a la superficie
minima que pasa por una curva dada cualquiera; en efecto, si
se considera, al rededor de un punto O de la superficie, una
curva cerrada de dimensiones infitamente pequefias, el area limi-
tado por esta curva debe ser un minimo; se pueden ahora elejir
en las secciones principales del punto O dos puntos 4 i 5 infi-
nitamente préximos de O 1 reemplazar la porcion infinitamen-
te pequefia de superficie por la del paraboloide osculador en O.
Enténces si A 1 B quedan fijos, la posicion del punto O scbre
ia normal debe ser tal que la condicion (17) sea satisfecha.

Luego en todos los puntos de una supcrficie de drea minima
se debe tener

7 tR T

CAPITULO VI
DE LA CURVATURA JEODESICA

Se sabe que las lineas jeodésicas de una superficie tienen una
gran analojfa con las lineas rectas del plano; por analojla tam-
bien se considera una curva, trazada sobre una superficie, como
el limite de un pol

!

n
gono formado con lineas jecdésicas infinita-

{
iguales,

mente pequefias e

Se llama enténces curvatura jeoddsica en un punio, el limite
de la razon entre el dngulo de dos elementos jeodésicos conse-
cutivos i la lonjitud comun de ellos.

La curvatura asf definida es igual a la curvatura en el mis-
mo punto, de la proyeccion de la curva sobre el plano tanjente
a la superficie, en el punto considerado.

Sean, en efecto, S la superficie considerada; AM, MB dos
elementos jeodésicos i consecutivos de una curva ; e el dngulo
de estos elementos i s su lonjitud comun. Proyectemos la cur-
va { sobre el plano tanjente, en M7, a la superficie i sean: ' la
curva proyectada; 4, B’ las. proyecciones de 4 i B. Se sabe
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que el plano osculador en un punto cualquiera de una linea
jecdésica es normal a la superficie en este punto; luego, si se
desprecia ds3, los arcos AM i MB pueden ser cousiderados
como contenidos en los planos, normales a la superficie i tan-
jentes en M a los dos arcos considerados; de aqui resulta que
las proyecciones de los elementos considerados en el plano
tanjente a la superficie son dos elementos rectos i consecutivos
de la curva proyectada C' i que el dngulo de estos Gltimos ele-
mentos es igual a ¢; por otra parte, i al mismo érden de aproxi-
macion, ia lonjitud comun de los clementos es &s, luego el H{mi-
te —a’% que, por definicion, es la curvatura jeodésica, en M, de la
curva (, representa tambien la curvatura, en el mismo punto,
de la curva proyectada .

Espresion analftica de la curvatuva jeodésica

Sean, como mas arriba, C una curva de la superficie .S, ¥
uno de sus puntos i ' la proyeccion de € sobre el plano tan-
jente en 4/, a la superficie; segun el teorema anterior, la curva-
tura jeodésica de (, en el punto M, es igual a la curvatura de
(', en el mismo punto. Buscaremos, por consiguiente, cuadl es
la ecuacion de la curva proyectada 7 en la proximidad del
punto .

Sean x, 7,2, x+0x, y+ Ay, =+ Az las coordenadas de los
dos puntos infinitamente préximos M, B, de la curva C, consi-
deremos, en el plano tanjente en 34, dos ejes MX, MY: el pri-
mero tanjente a la curva () el segundo normal; sean £, 5, { los
cosenos directores de MX 1 £, 4/, {' los de &Y; XV las coor-
denadas de la proyeccion B de B en el plano tanjente, se
tiene

X=fAz+ydy+iAz

Y=FAx+7qDy+{Az
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Ahora

A b
Ar="2 ds+—1—- a x ds? +
ds 2 ds?
LY 1 dy o,
Ay= s ds +—'2*“ sz as? + ...
dz 1 d?z o
Ae= d. @+ 2 ds® as®+

Representemos por una espresion entre { | la suma de tres
términos andlogos i relativos a los tres ejes de coordenadas,
tendremos

Pero las primeras derivadas de z, y, # respecto de 5 son res-
pectivamente iguales a § 5, { ilas segundas derivadas a los
cosenos directores de la normal principal a la curva C, luego se
tiene

ez ]

1
sy
=
Y
(:.Q' [+
]

i

o
l“'“: 1
2
L

il

(@]
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En resimen, si se desprecia ds®, se puede escribir

X=ds

Sea o el radio de curvatura de la curva proyectada £ en el
° proy
punto 44, se tiene

El primer miembro es la curvatura de € o la curvatura jeo-
désica de C, luego, si se reemplazan X, ¥ por sus valores, se
obtiene la siguiente espresion de la curvatura jecdésica:

®,
=)

(1) = {

L
[
15
S

Sean A/, u', /, los cosenos directores de la normal principal
a la curva € i 7 su radio de curvatura, se tendrd

a*z N dzy w  dz v’
dst 7 dst 7 7 ds® 7

Luego

»
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Sea 7 el dngulo del plano osculador a la curva € con el pla-
no tanjente a la superficie, se tendrd tambien

Esta férmula se establece directamente si se observa que la
curva C puede reemplazarse por la interseccion £, de la super-
ficie por el plano osculador a la curva € i la curva {7 por la
proyeccion de , sobre el plano tanjente.

Espresion de 'la curvatura jeodésica en coordenadas curvilineas

Supongamos que los puntos de la superficie S esten defini-
dos por las ecuaciones
x=F (u,u)
. .
r=r. (2, 2)
z=f, (u. )
i sean respectivamente «, 8, v i ¢ 8’ ¢’ los cosenos directo-

res de los tanjentes a las curvas # i #/, en un punto M; podre-
mos escribir

A. OBRECHT

(Continuard)



