CURSO DE CALCULO INFINITESIMAL

RS U

( Continuacion )

CAPITULO III

CURVATURA DE LAS SUPERFICIES
Lineas de curvatura— Lincas asintdticas— Lineas jeodésicas

La curvatura de una superficie, en uno cualquiera de sus pun-
tos, estd definida por la curvatura de todas las curvas que, sobre
la superficie, pasan por este punto.

Sea una superficie S, 4/ uno de sus puntos i 4475 unacurva-
cualquiera de la superficie. Llamemos a, 8 v los cosenos direc-
tores de la tanjente M7 a esta curva i A, u, v los cosenos direc.
tores de la normal MV a la superficie .S, en el punto M, se
tiene

{77\_—{73;:1,-?'7 v=0
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Esta relacion tiene lugar en todos los puntos de la curva 48
luego, se tendrd tambien, en estos puntos,

adA+Bdut+ydvtrndat+udB+vdy=0

Sean ahora A/, &/, v’ los cosenos directores de la normal prin-
cipal MV a la curva A8 en el punto M i su radio de curva-
tura; s el arco que separa el punto 4/ de otro punto fijo i arbi-
trario de la curva, se tiene

da N
ds 7
a8 _
ds #
o v
ds 7
Luego
adA+Bdutyds | XN 44w
s + e =0

Sea todavia ¢ el dngulo VAN’ de la normal a la superficie
con la normal principal a la curva, se podra escribir

([), ] udﬁ—{-@dp_«]—yd{{_ N oS ¢ _
i ds ' r o

En esta férmula el primer término no cambia cuando se sus:
tituye a AB, otra curva cualquiera de la superficie que tenga

!
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la misma tanjente M7 luego para todas las curvas de la su-
perficie que tienen una misma tanjente A/ 7 se tiene

cos ¢
(2) ——— = const.

De ahi resuita que el radio de curvatura » de la curva A5
depende solo de la orientacion del plano osculador respecto de
la normal a la superficie; por consiguiente /a seccion plana de lo
superficte S por el plano osculador de la curva AB, en M, tiene en
este punto, la misma curvatura que la curva AB.

Hagamos, una seccion de la superficie por el plano normal
TMN 1 sea R su radio de curvatura en A7; para esta seccion
normal el dngulo § serd igual a cero i la férmula (2) dard

cos § H
r R
O bien
(3) r=2R cosd

Estd férmula, debida a Mensnier, permite determinar el radio
de curvatura de una curva cualquiera trazada sobre una super-
ficie cuando se conoce el radio de curvatura de la seccion nor-
mal, tanjente a la curva.

CURVATURA DE LAS SECCIONES NORMALES

- Para estudiar,la. curvatura de las secciones normales en un
punto M, se puede considerar solo una porcion infinitamente
pequefia-de. superficie 4l rededor de 2. ]
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Elejimos entdnces los ejes de coordenadas de tal manera que

M sea el orfjen 1 MV el eje de las 3, la ecuacion de una por-
cion infinitamente pequefia de superficie podra ponerse bajo la
forma

s=71{x,7)

i se tendrd, en el orijen,

J (o, 0)=0, (;ii\ =0

;0

T
wl ®

e

Desarrollemos la funcion f segun la férmula de Taylor i con-

" sideremos x, ¥y como infinitamente pequefios de primer érden,

se tendra, al despreciar los infinitamente pequefios de tercer
orden,

af s '
fre=t { () wa (2

El valor de # tiene por consiguiente la forma siguiente
z=Az%+2 Bay+(Cy2

Esla ecuacion de un pavraboloide referido a su vértice i a su
eje. Asi, cuando se desprecian los infinitamente pequefios del
tercer orden respecto de las dimensiones lineales de una por-
cion de superficie, ésta coincide con un paraboloide determi-
nado, tanjente, en su vértice, al elemento de superficie conside-
rado. Llamaremos este paraboloide el parabolvide osculador de
la superficie S, en el punto /.

De ahi resulta que la curvatura de las secciones normales en

i
i
bl
3

;
?
i
3
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un punto dado, varfa como la curvatura en el vértice, de las
secciones de un parabcloide por planos que pasan por el eje.

Consideremos, por consiguiente, un paraboloide referido a su
vértice 1 a sus planos principales; su ecuacion tiene la forma je-
neral

{4) Zzﬂp +‘;—‘

Sea 9 el dngulo de ua plano ZM T con ZMX; tomemos so~
bre M7 una lonjitud infinitainente pequefa M P isea A el
punto del paraboloide que se proyecta en FP; se tendra se-

gun (4),

WP o sen
M P= MP [ cos® 6 N sen?d |
2 ﬁ 7

Se sabe, por otra parte, que el radio de curvatura R de la
curva considerada tiene por valor

77
R = hm E—*Mﬁr)*
Luego
I _ cos?9 | sen®d
R ? g

Sean R;, R, los radios de curvatura de las secciones del pa-
raboloide por los planos principales, se deducird de la férmula
anterior :

Ry=p
Ry=¢
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Luego

cos?f sen?f
I

(s)

Tal es por consiguiente la lei de variacion del radio de cur-
vatura de las secciones normales en un puato de una superficie
cualquiera.

Los radios de curvatura principales £,, R,, asi como los pa-
rametros p, ¢ del paraboloide pueden tener un mismo signo o
signos contrarios.

En el primer caso, el paraboloide osculador es e/ipzico 1 las
dos secciones normales principales tienen su centro de curva-
tura a un mismo lado de la superficie; en el segundo caso el pa-
raboloide osculador es Zigerddlico 1 los centros de curvatura de
las secciones principales estan a un lado i otro de la superficie;
en este Gltimo caso el plano tanjente atraviesa la superficie i
las tanjentes a la curva de interseccion son las jeneratrices rec-
tilineas del paraboloide osculador.

La interseccion del plano tanjente a la superficie S con un
plano principal del paraboloide osculador se llama direccion
principal en el punto M iel radio de curvatura de esta seccion
normal correspondiente de la superficie se llama radzo de cur-
vatura principal.

Hai, por consiguiente, en cada punto de una superficie dos
direcciones principales, a dngulo recto una de la otra i, a cada
una, corresponde un radic de curvatura principal.

La férmula (5) muestra que estos radios corresponden, uno
al méximo, el otro al minimo de XK. Ademas si R/ es el radio
de curvatura de una seccion NI/ 7" perpendicular a ZM 7 se
tiene, segun (35)

1 senzf cos?f

R~ R, R

Luego
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Distribucion de las novmmales a una superficze al rededor de uno
de sus puntos

Sea M el punto considerado; reemplazamos la porcion infi-

nitamente pequefia de superficie al rededor de A7 por el para-

boloide osculador, su ecuacion referida al eje 1 a las direcciones
principales serd

I los cosenos directores de la normal en un punto M’ de
coordenadas x, y, 7 seran

A B
x R - AZ/__ —1
R, R,

Hagamos

x=ds cos O

y=dssin 6

A i u seran infinitamente pequefios del érden de 4s, luego si
se desprecian los infinitamente pequefios de 6rden superior, se
deberd reemplazar v por uno; se tendrd por consiguiente

A= -—-;%)S— cos §

T

e
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Por otra parte, las ecuaciones de la normal son

X——dscbsﬁ _ Y—dssen @ Z—z

- 7‘% cos @ - —i—g—; sen 6 !

Como z es infinitamente pequefio del segundo érden, se debe
reemplazar por cero, luego se tendra

. Z
X —d5c059< I-Rx,\)
V=ds sen 6< I——%)

La primera ecuacion es satisfecha, cualquiera que sean s i 6,
cuando
X=0

Z=RK,
ila segunda, en las mismas condiciones, cuando

V=0
Z=R,

Luego todas las normales, al rededor de un punto, encuen-
tran dos rectas que pasan por los centros de curvatura de cada

seccion principal 1 perpendiculares cada una a la seccion nor-
mal correspondiente.

|
ﬁ:

R e v posre e s

R SO
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Ahora, para que la normal en #/’ encuentre la normal en 47,
es necesario que se tenga a la vez

o=ds cos 8 l\( 1—-{{]

o=ds sen € (1—152}
. De ahi se deduce

Z=R cos =0

-

{ bien

Z=R,, cosB=g0°

Como se ve, una primera condicion para que la normal en 377
corte la normal en M es que M’ se encuentre en uno de los pla-
nos principales de 47; el punto de encuentro es entdnces ¢l cen-
tro de curvatura de la seccion en que se encuentra 377,

Caso particular

Supongamos que, en un punto de una superficie, uno de los
radios principales de curvatura X, por ejemplo, estuviera infi-
nito, entdénces la ecuacion del paraboloide osculador se reduce a

Es la ecuacion de un ¢ilindro.
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Las ecuaciones de la normal en un punto infinitamente proxi-
mo del punto 4/ son entonces

X =ds cos 6

. : Z
YV=dssen 6 J——?—)

\ 2z

Para 0=o0 esta normal es paralela a MV,

Reéfprocamente si dos normales en dos puntos infinitamente
préximos A7 i M’ de una superficie son paralelas, el plano de
las dos normales es un plano principal de curvatura i el radic
de curvatura correspondiente es infinito.

Para demostrarlo basta elejir, como mas arriba, los ejes de
coordenadas de tal manera que / sea el orijenila normal MV

el eje 0Z; supondremos que el eje OX estd en el plano que

, ) . ] of of
pasa por A/, enténces las derivadas — ot 3—7 deberan estar
¢ <9

nulas en este Gltimo punto; sea MM’ =dx se tendrd

§i

@l o

[e5}
S

[ o
I~
]
T
@
I~
S~ S~
+
&
————
w3
~
S
©
I_

°f °f : .
Para que —%—, —Z— sean nulos en el punto 4/ es necesario
dx " dy
BN L
que | —==-| k— »') sean nulos, luego el # de un punto cual-
9’0o \dxdy Je

quiera de la superficie, a distancia infinitamente pequefia de #/,
tendra la forma

z2=Cy?

1482
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Es la. ecuacion de un cilindro referido a sus planos principa-
les, por consiguiente el plano VWM es uno de los planos prin-
cipales en el punto /.

Se ve que este caso se presenta en todos los puntos de una
superficie desarrollable. ‘

LINEAS DE CURVATURA

Consideremos, sobre una superficie, una curva tanjente, en
cada uno de sus puntos, a una de las direcciones principales en
este punto; esta curva se llama Zuea de curvatura. Como, en
cada punto de una superficie, existen dos direcciones principa-
les a dngulo recto una de otra, las lineas de curvatura formaran
dos sistemas de curvas que cubrirdn completamente la superfi-
cie i se cortardn a dngulo recto en cada punto de cruzamiento,

La determinacion de estas lineas sobre una superficie dada
es ligada intimamente con la curvatura misma de la superficie
porque, en cada punto, las secciones normales, de curvatura
maxima i minima, estan precisamente dirijidas segun las lineas
de curvatura,

Hemos visto mas arriba que las normales a una superficie, en
dos puntos infinitamente préximos 47 i M7, no se cortan jene-
ralmente i que la condicion necesaria para que ellas se corten
era que el elemento A’ esté dirijido segun una de las seccio-
nes principales del punto A7, luego la propiedad caracteristica
de una lnea de curvatura es que las normales a la superficie, en
los punios de esta curva, formen una superficie desarvollable,

Sean x, 3, z las coordenadas de un punto M de una superficie
S; A, u, v los cosenos directores de la normal MV a la superfi-
cie en este punto i X, ¥, Z las coordenadas variables. Las
ecuaciones de la normal 47V son

(6) V=y+pup

\ Z?——z-{-yp
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Estas tres ecuaciones pueden ser consideradas tambien como
las ecuaciones de la superficie regiada, lugar jeométrico de las
normales a la superficie S, en los puntos de una curva 45, en-
ténees x, 7, 2, A, u, v son funciones del arco s de la curva 4B, i
estas funciones satisfacen a las relaciones

A+ u4pi=
5 dx n dy . dz o
ds M Tas TV ds T

Estas son andlogas como se ve a las relaciones (13) del capi-
tulo anterior.
Ahora, para que la curva 425 sea una linea de curvatura, es
- necesario que las ecuaciones (6) representen una superficie de-
sarrollable, luego se debe tener, segun las férmulas (20) del ca-
pitulo anterior,

dz ay dz

%) o=

N a4 =k

R representa, como se sabe, la distancia, al punto 47, del
punto de encuentro de la normal M/ con la normal infinita-
mente proxima; en otros términos X es el radio de curvatura
de la seccion principal tanjente a A5 en el punto 7.

Las féormulas (7) no representan dos ecuaciones distintas por-
que la tercera fraccion es una consecuencia de las dos primeras;
para averignarlo basta multiplicar respectivamente los términos
de cada fraccion por A, u, v i sumar los numeradores i denomi-
nadores; las dos sumas son entdnces nulas. :

Lineas de curvaiura de las superficies de revolucion

Consideremos una superficie de revolucion al rededor de 02
la propiedad caracteristica de la normal en un punto es de cor-
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tar el eje OZ, luego los cosenos directores X, u, v de la normal
satisfacen a la relacion

A_#

A
De ahi se deduce

A=z f{(2)

p=y7{2)

dA=jFdx+xf ds
du=fdy+y /' dz

Ias lineas de curvatura deben satisfacer a la relacion

A\ du

dr ~ dy

Luego se debe tener
, dz L dz
Sl gy =TI,
O bien

) N A A
® fd“(ﬂ'f 2= °

Una primera solucion es dz=0; esta representa los paralelos;
la otra solucion es

z 7 _
dr dy = °
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Laintegracion es evidente 1 se obtiene

Ly=Lz+LC

}/:_:_?‘C

Es Ia ecuacion de los meridianos.

En restmen, las lineas de curvatura de las superficies de re-
volucion son los paralelos 1 los meridianos.

Si f'(2) estuviera nula o /() constante la ecuacion (8) seria
satisfecha cualesquiera gque scan dx, 4y, dz de suerte que todas
las curvas de la superficie serian lineas de curvatura. Veamos
cudl es entdnces la naturaleza de esta superficie.

Escribamos su ecuacion bajo la forma

=9 ()

Se tendrd

O bien
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La nltima fraccion representa la funcion f (2) cuyo valor es,
1

por hipdtesis constante; sea 3 este valor, tendremos
¢ I
7 I+ ¢ R
O bien

Luego

La ecuacion de la superficie es, por consiguiente,
(e— Oy 42 +y*=R?

Es una esfzra.

Se puede demostrar directamente que la esfera es la dnica
superficie sobre la cual todas las curvas son lincas de curvatura.

En efecto, para que una curva cualquiera sea linea de curva-
tura, es necesaric que las fracciones (7) conserven un mismo va-
lor cualquiera que sea la orientacion, en el plano tanjente, del
cambio de lugar dx, dy, dz. Ahora X\ es una funcionde x, ¥, =
se tiene ‘

ax X N [{y . A dz

de  ox ey dx 2z dx .

El segundo miembro debe ser independiente de los valores

dy dz ' ' . . .
d/;:’ T luego los coeficientes de estas fracciones deben

de
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ser nulos, lo que indica que A debe depender solo de . Se veria
de la misma manera que x debe depender solo dey iy de 2.
Ahora para que las fracciones (7) sean iguales en todos los
puntos de la superficie es evidentemente necesario que su valor
comun sea una constante; en otros términos & debe ser cons-
tante i la integracion dard

z—a=RKA
y—b=R u
2—-(:‘-1er

Luego

La superficie es por consiguiente una esfera.

Lineas de curvatura de las superficies desarvollables

* Sean
r=a+tap
y=b+8p
Z=LTyp

las ecuaciones de una superficie desarrollable; se supondrd que
las curvas p= (' son normales a las jeneratrices; enténces se
tendrd

da Ao d
d " A8 T dy
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e —

Sean A, u, v los cosenos directores de la normal en un punte;
estos cosenos satisfacen a las relaciones

ANa+ufB+vy=0

A [j(,l , éts , L’f'/ o
e TS T T T
De éstas se deduce
d 7 li/,,t dV
_ H—— 4+ ~ =
“d di TV
Por otra parte, se tiene tambien
N du dy
A I
Vef -
=
s

Luego

ax _ du dy

da 48
Las ecuaciones (7) dan enténces

dz _dy _ 4z
da T 4B dy

Estas ecuaciones son satisfechas cuando &¢=0 porque entdén-
ces los tres denominadores son nulos, luego las jeneratrices de
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la superficie son lineas de curvatura. Si @7 no es nulo, las deri-
vadas parciales dz z, y, z respecto de ¢ son proporcionales a dg,
48, dy de suerte que las fracciones se reducen a

adp  Bdp  ydp

da % dvy

Para que ellas sean satisfechas a la vez es necesario que
dp=01 se encuentran las carvas p= ("', normales a las jencra-
trices.

Ea restimen las lineas de curvatura de una superficie desa-

PROPIEDADES JEOMETRICAS DE LAS LINEAS DE CURVATURA

Sea, como inas arriba, § el dngulo de la normal a una super-
£l ? > z
ficie i de Ja normal principal a una curva trazada sobre ella, se
tiene
cos §=AN+puu' +w'

Luego, cuando se considera un cambio de lugar cualquiera
sobre la curva,

—sen §.dS=(NdXN +udu' +vdy/)+ (N dN+u du+v d)

Silacurva es una linea de curvatura, &\, du, dv son propor-
cicnales a 2, 4y, dz, luego el dltimo término entre paréntesis
es nuloi se tiene

—sen . dd=NdN +udu +vd)
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Ahora, las férmulas (7) del capituio I dan

a e g
ds P p
a8
ds r op
a .
& STt

a, B, v son los cosenos directores de la tanjente a la curva i
£, 4, { los de la binormal, » 1 p son los radios de curvatura i
de torsion; tomando en cuenta estas férmulas se obtiene

o s ds ., , .
—sen d dd= -+ _‘_,(5 PEE M+§V)
P

Llamemos d¢ el dngulo de los planos osculadores a la linea
de curvatura en los estremos del arco #s i observamos que la
paréntesis del segundo miembro es igual a —sen §; tendremos
simplemente

(9) ds=d¢

A. GBRECHT

(Continuard)
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