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CURSO DE CALCULO INFINITESIMAL

@
( Continuacion)

Sean M el punto de la hélice i 7z su proyeccion sobre el pla-
no XOY; \, u, v los cosenos directores de la normal principal
en M ala hélice i A, &, v los de la normal, en s, a la seccion
recta; » 1 #* los radios de curvatura de las dos curvas en 47 1 wz;

se tlene

d3x , ,bdgr
A=7 s N=7 e
— a’u r ‘dﬁﬂ'
M= e W= et
d2z ,
V=1’~d52 v =0
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Luego segun (12),

A A R
— = ———c0s?f
7 ¥
2 @ .
~— = L _sen? §
r 7
14
—_— :O
r
De estas ecuaciones se deduce
A=A\
M=
y=0
rl
T cos? B

Se ve que la normal principal en A7 a la hélice es paralela a

la normal en 72 a la seccion recta.
Sean tambien a, 3, y los cosenos directores de la tanjente a

la hélice en &1 o', 8, ' los de la tanjente a la seccion recta

en m se tiene

_ %= 4z

4T s ¢ T s

_ . dy

b= =
sz ,
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Luego, segun (12),

a=ga cos §
B=0cos 6
v=sen §

Sean ahora £ »,  los cosenos directores de la binormal

en M a la hélice, se tendrd

E=’3v-—‘y‘u..= —u sen 8

n=vyA—ar=+X sen 0

f=au—Br=cos & (¢’ W' —B'A)

Pero los cosenos N, u’ de la normal a la seccion recta en m
son respectivamente iguales a— 8 1 +d/, luego

De aqui se deduce

dg da’

ds = ags sen
4 48
/S

E=—q' sen 6
n=—08 sen @
£=cos 6

1

do

’

=== cos Bsenf =—pn

o B s fsen 6 = _A£9§95‘f“ o

7J

cos 8 sen §

s
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Al comparar estas tltimas férmulas con (4) se obtiene

/

. 7
P= Sen B cos §

. re . . .
Se ve que la razon — de los radios de curvatura i de torsion
P

es constante e igual a Zg 6, es decir a la razon entre el z de un
punto de la hélice i el arco correspondiente o de la seccion
recta.

Reciprocamente, sz en fodos los puntos de una curva la razon
entre los vadios de curvatura i de torsion es constante, esta curva
es una hdlice.

En efecto, si esta razon e¢s constante, se deduce de las ecua-
ciones (2) i (4), siendo £ una constante,

dE dy d¢

da dB T ody

fra[{-%/i‘
n=8K+F5
=yK+C

A, B, Cson tres constantes. Multipliquemos respectivamente
estas ecuaciones por A, w, v I sumamos, obtendremos

AX+B u+Cv=o0
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O bien

d*x d*y d?z
A ‘ZE;# + 5 —d-s;' +CTI’;T =0

Por consiguiente

dx | dy
A—F +8 e

dz 7 te
7 +e o =¢

Luego la lanjente, en un punto cualguiera de la curva, hace un
dngulo constante con una diveccion fija.

Esta es precisamente la propredad carvacteristica de la hélice;
en efecto elejimos los ejes de coordenadas de tal manera que
0Z coincide con la direccion fija, tendremos, en todos los pun-
tos de la curva

-B,Z_—‘ =sen §

siendo 6 un dngulo constante; de ahi se deduce

de +‘[~]},2

= =1-—sen® 6=cos? §
ds?

Sea di la proyeccion de ds en el plano X0V, se tendrd

" v do=ds cos >
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Luego tambien

de=do tg 0

O bien, si se cuentan los ¢ desde el punto en que z=0,

La curva es, por consiguiente, una hélice.

CAPITULO 11

DEL PLANO TANJENTE A LAS SUPERFICIES

Las tanjentes a todas las curvas que, sobve una superficie, pa-
san por un punio dado esidn contenidas en un mismo plano.

Sean, en efecto, #/ un punto de una superficie S1 458 una
curva cualquiera, situada sobre la superficie, i que pasa por 4
%, 7, 5 1as coordenadas de M i F (2, y, £) =0 la ecuacion de S;
M’ otro punto de 4B, infinitamente préximo de &, i &, ¥/, &
sus coordenadas; Ac la cuerda M M’ i o’ 8 y' los cosenos direc-
tores de Ac; se tiene en primer lugar '

F=x+dAc
¥=y+B8Ac
z’::z+y'A£



CURSO DE CALCULO INFINITESIMAL 207

Por otra parte, como los puntos M i M estin sobre S, sus
coordenadas satisfacen a las ecuaciones

F(f(,}’, :'):O

FI(,y,7)=0

Ahora, €l teorema de Taylor da

¥ 2
+8 L

°y

o
"oy

Flaly#)=F (5,7 8)+ Ac ( +y!

__)+

o
N

. peq. de ord. sup. a Ac

El primer miembro i e] primer término del segundo son nu-
los; los demas términos tienen Ac¢ en factor; podemos por consi-
guiente dividir por Ac i escribir

F F 3 ‘
o=a’ + 5 +v’ ;F + térm. infi. pequesios.

. ) o
X v E4

(<P}
)

|

4

|
W
[58}

Cuando Ac tiende hdcia cero, la secante & 4/ tiende a con-
fundirse con la tanjente &7 7 a la curva 4 B;sean q, 8, y los
cosenos directores de & 7. Hagamos Ac=0 en la férmula an-
terior; se deberdn reemplazar o’ 8 4 por @, 5, v 1 los términos
infinitamente pequefios por cero, luego se tendrd rigorosamen-
te,en e} limite,

ra F QF
{n a-a—l +8 -9 - ¢
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Podemos determinar tres cosenos A, w, v de tal manera que

Aok
(2) :F T T 3F v
x 3y Er

L.a ecuacion (1) da entdnces

(3) ax+Bu+yr=0

Sea M N una recta cuyos cosenos directores son A, u, v; la
ecuacion (3) rmuestra que la tanjente # 7 es perpendicnlar
a M IV; ahora la direccion de /7 NV depende solo (segun 2) de
los valores que tienen, en el punto 47, las tres derivadas parcia-
les de la funcion 7, luego la propiedad jeométrica representada
por la férmula (3) es comun a todas las curvas de la superficie
S que pasan por el punto A/ i las tanjentes a todas estas curvas
son contenidas en un mismo plano perpendicular a 4 /V; este
plano es el plano tanjente a la superficie S en el punto & i la
recta M IV es la normal en el mismo punto.

Sean X, ¥, Z las coordenadas variables, la ecuacion del pla- -
no tanjente en el punto 4 (%, y, ) es evidentemente

AN =2) +u(Y—3) +v(Z—2) =0

O bien

. oF
+(Z~-2) A =0

, AF 3
(X —x) S +(Y=y) 5
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Del mismo modo las ecuaciones de la normal son

O bien

Cuando la ecuacion de la superficie tiene la forma

z2=¢ (£:7)

los cosenos’ directores )\, g, v de la normal son dados evidente-
mente por las ecuaciones

SR, S S
J¢ d¢ - ]
ox 33,7
O bien
A _ B v
2z |z
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PROPIEDADES CARACTERISTICAS DE LOS PLANOS TANJENTES
A ALGUNAS SUPERFICIES

Superficies de revolucion

Consideremos una superficie de revolucion al rededor de 0.7;
cuando se corta la superficie por un plano

se obtiene, como interseccion una circunferencia i su proyec-
cion sobre X OV tiene por ecuacion

24yt =yt

La ecuacion jeneral de estas superficies sera, por consiguien-
te, una relacion cualquiera entre » i %, tal como

F (7, h)=0

Si, en esta ecuacion, se supone » i % reemplazados por su va-
lor en funcion de z, y, z se obtiene

il
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De ahi se deduce

SF F
(5) & ¥y
x oy
O bien
A
z

Esta tltima ecuacion espresa que la normal en cada punto de
la superficie corta el eje 02,

Reciprocamente, la ecuacion (5) es caracteristica de las su-
perficies de revolucion al rededor de O.Z. Sea en efecto

F(rxyz)=0

la ecuacion de una superficie que satisface a la relacion (), cor-
temos esta superficie por un plane z=C*, los puntos de la
curva de interseccion satisfardn a la ecuacion diferencial

JF QF
e dx +
Sx oy

dy=0

O bien, segun (5), a la ecuacion

rdv+ydy=o0
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La integracion es evidente i se obtiene

2

2 +]/'3=Cte

Es la ecuacion de una circunferencia cuyo centro estd sobre
0Z; lasuperficie /' (x y 8)=0 es por consiguiente de revolucion
al rededor de OZ.

A. OBRECHT
( Continuard)




