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CURSO DE CALCULO INFINITESIMAL

—r@F—

( Continnacion)

CAPITULO I1X
APLICACIONES DE LA FC’)RMULA DE TAYLOR

Desarrollo de las funciones de un nilmero cualguiera
de variables

Consideremos, en primer lugar, la funcion de dos variables
Fu,v)
Se trata de desarrollar la éspresion
St vt k)

segun las potenciasde %2 1 £
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E| métede mas sencillo eppsiste a considerar 1a funcion

(1)  FO=f et v k)

de la variable 7 esta funcion es igual a /(# +4, v-+£) cuando 2
es igual a uno; por otra parte se tiene

@) F)=F(o) +—F () B (0) ot I-_g;:;z~F“(0)+

Pongaimos

utht=u

(3) : ,

vt k=7
Se tendra

wa dFf , df
F ()= v e+ T k
CF ()= df /zz+°ﬂ, - e

En jeneral, segun lo espuesto en el capitulo II, la espresion
de F° (#) puede escribirse bajo la forma figurada

B

o= s
_KT !

a la condicion de reemplazar, despues del desarrollo del bino-
mio, un término tal como

af af ° 1o
Al\d,) (d, )Jz/m

por <l siguiente

drt rxj )
T agi P F
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Calculemos los valores de ,e‘f(o) F {0), . Que Gguran en el
segundo miembro de (2). Se tisne, segun (1),

| Fo)=f(1,9)

Ahora, cuando se hace =0 en las esprpsiones de las deriva-
das F7(2), 7 (#) ..., los variables #/, v/, definidas por (3), se re-
ducen su_nplememe a #, v; se tiene, por consiguiente,

a b4
F o=k
O R

i, de usa mansra jeneral i figurada,

RONE

Hagamos finalmente 7=1 en la gcuacion (2), obtendremos

{ 2y Y — _‘g]_i, d_’/'d'
Jluth vt E)=7F(u, v)+4 aa }:k% +

I 7,2 d‘f L b ‘;7er \ g.dgf 1
{/L dus T du dv B § e

a7

_ 1 af ., df v
i (j/l_giu.'-)' ,é\_ égz} e

Estaes la formula buscadp, en efe,cto el segundommmbro es
un desarrollo ordenado segyp las poteneias de ki 4
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El mismo método puede aplicarse en el caso del desarrollo
de una funcion de un nimero cualquiera de variables i sc obtiene

Slu+lyv+b,w+i. ., ) =f(e.v, w,....)

fi dv dzv
B T I S
a  ,af w“
+ T:—ﬂ(/&ﬁ HE dv +1d2' +
e

El término jeneral del segundo miembro se ha escrito bajo
una forma figurada, andloga a la que se ha empleado mas arri-
ba, en el caso de dos variables.

Representemos por Af el incremento de la funcion f, cuando
#%,7v.... tienen los incrementos %, £4....; la formula anterior
puede tambien escribirse

g .
Af=df+ -—~——a’ Fhood s d

Esta férmiuia jeneral es comun a todas ias funciones, cnal-
quiera que sea el ndmero de las variables i cada diferencial @/
representa, en el desarrollo, la reunion de todos los términos del
6rden 2 de pequefiez.

Desazrollo do las funcicones implicitas
Sea la funcion
) F(x,y)=0

Para desarrollar y segun las potencias crecientes de x se em-
pleard la férmula de Mac Laurin ddndole 1a forma

y=7 x [ dy z* (d"’y
(5) =Y (Z;) +7I._2— .dxﬂ >O+.... N
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El {ndice cero significa que la funcion 1 sus derivados tie-
nen los valores que corre%oonden axr=0.

El valor de y, se dedicird de la ecuacion (4), haciendo en
ella x=0. Ahora, la misma ecuacion da

p z?’F ar dy
dr Ay dr

dx

derivar la ecuacion (6), respecto a z, se obtierie en seguida

1y . .. . ar
De ahi se deduciréﬁ i, por consiguiente tambien (—[;;) Al
\ o

d*F | d*F gy d*F [dy\* dF diy
TV wt e )t de

2

- . . Z
Esta ecunacion dard el valor de ‘23 luego se podrd calcu-

lar ( dr—

Dc la misma manera se podran caleuiar los derivadas conse-
cutivas de y respecto a x i, por consiguiente, se conocerdn todos
los coeficientes del desarrolio (5).

Las operaciones se hacen mas largas, a medida que el orden
de la derivada va aumentando; por otra parte, no se conoce la

lei que permite calcular directamente

Zlij: en funcion de las de-
rivadas pérciales de la funcion F, de suerte que, en jeneral, no se
sabe cudl es el valor de la resta cuando se han calculado 7 tér-
minos de la série (5).

Sin embargo, hai un caso en que se obtiene ficilmente la lei
que siguen las derivadas consecutivas; sea la funcion

Fxy a)=0
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i supongamos que las derivadas parciales de y respecto z i al
parametro ¢ satisfacen a iz relacion

2 . %
) a—imﬁ(ﬁ {‘;

Si esta condicion es satfsfecha se tlene, de una manera je-

-neral,

(8

o[ @%La (0]

En efecto, el valor comun de los dos miembros es

& HY
¥ (7)+ Fy. V()

R

2y

cadr

Se tiene entdénces, segun (7) i (8),

= _ \,»(Z'
o7’ oz "
: e LT ol T 3 1
22| (1) 2lae: 0 g s
oy [ YU aa g TPV o © LW) 3 |
s 2a 3 - 3a? - e

n— zi‘_‘ RN A
Q T A n__
2y 2 porsE]
QAgn o aan‘-l .

Sea ahora y, el valor de y que corresponde a x=0; como
i a deben ser considerados como yariables independientes, se
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pedré en las derivadas, respecto a ¢, hacer x=0 4ntes de haver
la derivacion, se tiene entdnces

\am ). =

La férmaula (5) da entdhces

I=Fot— 0 (J’o) ey

Ebrinla de Lagvange
Consideremos las ecuaciones

©) )( y=re

La eliminacion de z daria una ecuacion entre z,-7, i el para-
metro a. La condicion {7) es satisfecha en este caso; se tieneen
efecto

O .0
—3?;:1-%-;51,0(5)-?;

oz
R @Y (o
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Por consiguiente

93 \zb (z)

De ahi se deduce

oz ( 2z

2 — .l/ f’) )
Ahora

&7 ... 2z

ToroZ

da

oy ., o8

s
Luego tambien

&

.oy
5 =V 5
O bien, como z es una funcion de y, -

3y dy
= )
dx ¢ () da

Esta es precisamente la relacion (7).
Se tiene ahora, cuando x=o0,

FYo=F(20)=F (a)

¢ (7o) =y (20) = (a)

(Z2) =rea (%] =@

da
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Luego

(10) y=F{D)=F(a)+ () F @)+ L
1 1.2 da

d[xb (ay® 7 <a)]

@y @ F @ |

1.2.3 da*

Esta es la férmula de Lagranje.

La férmula de Lagranje tiene numerosas aplicaciones en la
- astronomfia; por ejemnplo, cuando se quiere calcular el radio vec-
tor » de un planeta, se encuentran las ecuaciones

4
— =1-—2C0s «
a

H=jn-+€ Sen u

En estas formulas a es el semi eje mayor, ¢ la escentricidad,
m la anomalia media i # la anomalia escéntrica. ‘

Como m varia proporcionalmente al tiempo, es cémodo, en la
practica, espresar directamente 7 en fancion de #z; para esto, sc
aprovecha la circunstancia de que e es pequefio i se aplica la
férmula de Lagranje. El desarrollo se ordena entdnces segun
las potencias crecientes de e. Segun esto se hard, en las férmu-

las (9) i (10),

Z=u A (g)=sen &
x=e F(z)=1~¢cos z
a=1m

La férmula (10) da entdnces

a

sen? m

¥
=12 COS #=1—¢ COS M+
a

e3 d(sen®m) = et d*(sen*m)

i-2 dm 1.2.3 am?
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Valor de lad espresionsd que se presentan bajo una
’ f6rma indeterminada.

Supongamos que los dos términos de una fraccion

s @
)

se reducen a cero, cuando x tiene clerto valor o se trata de
buscar el limite hécia el cual tiende esta fraccion cuando x se
gproxima indefinidaments Ricia 4, :

Si 8l valar #=4 no &5 und absisa critica de las dos funcioties
F (@) 1 ¢ (x) se pusde reemplazar en ellas ¥ por <4/ | desarros
lar segun-el teorema de Tayier' se tiene entdnces

glatn)y @ (“>+ @
%(d»r/z) -

B (@)+1 ¢ (a)+- ——g¢ (@) + e

Sifla)ig (4} s6n rulos, / €3 facf()r comunl &h log dos térml-
fios; liiego™

f(a—{~;’} N 7 (a)‘i"%"f".(a)—i—.....
(u+ri, -

& (a) +~I"fz— ¢ (@) e

Cuando x tiende hdcia ¢, % tiende hdcia cero i se tiene evi-
dentemente

S@ e

lim £—4

$(x) ¢ ()

Tal es por consiguiente el valor buscado.

Si las dos derivadas /' (@) i ¢' (@) son tambxen nulas la mis-
ma regla da )

Sx _ [

hm 2

() ¥(E)

iasi en segmda
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Se pide su limite cuando x tiende hdcia cero. Lo mas senci-
llo es de despreciar x 2, entdnces la espresion se reduce a

El limite buscado es por consiguicnte »/a.

o

caPiTULO X

MAXIMA I MINIMA

Funciones de una wvariable

Una funcion f {x) es mdxima, para x=a, cuando 7 {(z) es ma-
yor que f {2+ %). cualquiera que sea el signo de la cantidad infi-
nitamente pequefia 2. Al contrario f (x) es minima, para x=a,
cuando, en las mismas condiciones, /(a) es menor que f(a--/%).

Es facil de ver que la condicion comun al mdximo { al mini-
mo es que la primera derivada de la funcion sea nula;en efecto,
se sabe que f (r) crece cuando la derivada /7 (x) es positiva i
‘disminuye cuando f/(x) es negativa; segun esto, en los dos
casos del méximo i del minimo /' (#) debe cambiar de signo
cuando x pasa por el valor «; esto exije que /7 (@) sea igual a
cero.

Para distinguir el mdximo del mi{nimo se puede observar que,
en el caso del maximo, /' (¥) es positivo cuando x es menor que
@ i negativo en seguida, luego /7 (x) disminuye a medida que x
crece i la derivada /” (a) es negativa; al contrario, en el caso
del minimo, /” (a) es positiva,

Si f7(a)i " {a) son nulos a la vez no se puede distinguir el
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Sea, por ejemplo, la fraccion

Lx
21
os dos términos se hacen cero cuando x=1; en este caso la
razon entre las derivadas es
I
1
i, para =1, esta fraccion es igual a uno; luego el limite busca-

do es uno.

En jeneral, lo mas sencillo consiste en aplicar directamente la
férmula de Taylor. Asi, si se pide el limite, para x==0, dec la
fraccion

tg x—sen z

I

la regla jeneral obligaria a escribir tres derivadas consecuti-

vas; miéntras tanto si se reemplazan las dos funciones tg 2 i
sen x por sus desarrolios, se obtiene

El l{mite buscado, cuando x tiende hacia cero, es evidente-
mente
1

2

Sea, finalmente, la espresion

)\/(lﬂ‘i‘lzx’{-f“) — St —azx+tz
Jarz = Ja=x

TOMO CIII 49
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Se pide su limite cuando r tiende hécia cero. 1o mas senci-
{lo es de despreciar x*, entdnces la espresion se reduce a

y a/d—&—.r - s/a—,r
a f— S—
> \/a +x &/(Z—‘Z

E1 limite buscado es por consiguicnte ~/a.

CAPITULO X
MAXIMA I MINIMA

Funciones de una variable

Una funcion f(x) es mdxima, para x=a, cuando 7 (a) es ma-
yor que f(a+ %) cualquiera que sea el signo de la cantidad infi-
nitamente pequefia 2. Al contrario f (%) es minima, paraxr=a,
cuando, en las mismas condiciones, /(@) s menor que /(a4 /4).

Es fécil de ver que la condicion comun al médximo i al mini-
mo es que la primera derivada de la funcion sea nula;en efecto,
se sabe que f (#) crece cuando la derivada /7 (x) es positiva i
disminuye cuando j7(x) es negativa; segun esto, en los dos
casos del maximo i del minimo /' (z) debe cambiar de signo
cuando x pasa por el valor @; esto exije que / (a) sea igual a
cero.

Para distinguir el mdximo del minimo se puede observar que,
en el casodel méximo, /7 (r) es positivo cuando z es menor que
2 1 negativo en seguida, luego /7 (#) disminuye a medida que »
crece i la derivada /" {a) es negativa; al contrario, en el caso
del minimo, /" (a) es positiva.

Sif(a) i (a) son nulos a la vez no se puede distinguir el
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méximo del minimo i es preciso recurrir al tecrema de Taylor,
Segun este teorema se tiene

(@)+.

Sla+7) ‘f(ﬂ>+*- S@+
Luego

Y VX
(1) fla)—f (at+h)= _,z‘ f (@) +— 7" () + 7_2_\3—f"'(a)+......’

Si /7 (a) tiene un valor distinto de cero, la paréntesis del se-
gundo miembro tiene, para £ suficientemente pequefio, i signo
de /' (a),iel primer miembro tiene enténces el signo de — 47" (a).
Esta espresion cambia de signo cuando %4 se cambia en —/%,
luego f(a) no purde ser ni maximo, ni minimosi /7 {«) tiene un
valor distinto de cero.

Segun esto, los valores de » que corresponden a los mdximos
o minimos de f(¥) son los que anuian su primera derivada; es
la condicion obtenida mas arriba.

Supongamos ahora que /7 (a) sea nulo, la ecuacion (1) se re
ducird a la siguiente

F@)=fa+hy= ~ {v— T @S @ ]

Si f” (a) tiene un valor distinto de cero, la paréntesis del se-
gundo miembro tiene el signo de /" (a) para los valores de 4
suficientemente pequefios, luego el primer miembro tiene en-
ténces el signo de — /%2 f7 (a) o el signo de —/” {a); de ahi se
deduce, como mas arriba, que F{a)es maxima cuando /" (@) es
negativo i minima cuando /7 (@) es positivo.

Si las derivadas /7 (a), /7 () son nulas, la férmula (1) se re-
duce a

f(a)'f(ll+,/l)= — 73 J\ f/// (d }

{127

Esta espresion muestra que el primer miembro cambia de
signo con 4 si /7' (@) no es nulo; luego si f (@) i /7 (a) son nu-



712 MEMORIAS CIENT{FICAS I LITERARIAS

los 1 /7" {a) distinto de cero, el valor /(a) no es ni un maximo,
ni un minimo de /(x). Para que /() sea un maximo o un mi-
nimo es necesario que /' () sea tambien nulo.

Los mismos raciocinios conducen finalmente a la regla jene-
ral siguiente: una funcion f(x) es mdxima o minima, para r=ga,
cuando en la sucesion de las derivadas /" (a), /" (a), /' (a). ...
la primera que no se anula es de 6rden par; si ésta derivada es
negativa, /(&) es mdximo i, si es positiva, /() es minimo.

PROBLEMA

Determinar la distancia mas corta de un pinto a una curva.

Supondremos que la curva i el punto estén en un mismo pla-
no; sean a i 4 las coordenadas del punto i y=¢ (x) la ecuacion

de la curva; el cuadrado de la distancia de un punto x, ¥ de la
curva al punto a, 4 es

a

P =(r—a)t+ (r—0)?

Esta espresion puede ser considerada como una funcion de x
si, en ella, se reemplaza y por ¢ (x), de suerte que los valores
x que satisfacen al problema deben averiguar ia ecuacion

Esta Ultima ecuacion significa que la recta que une los dos
puntos @, & iz, ¥ es normal a la curva y=¢ (x).
Para distinguir el mdximo del minimo es preciso buscar el
signo de la derivada /” (x); en este caso, se tiene
I ot N | s ° 2 T o
@)= () g ()= 6] ¢ (7)
O bien

_;.. T =1+  (2) 4 (y—6) ¢" (2)
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Supongamos que el punto x, ¥ quede fijo i que el puntoa, &
se mueve sobre la normal, el valor de /" (x) cambiard con 4 i
habrd un valor de & i unosclo para el cual /7 (%) serd cero; este
valor de & es determinado por la ecuacion

I+ ¢ (2% = (r—0)¢" (x)=0

La distancia p no es, entdnces, ni maxima ni minima; bus-
quemos este valor particular de p.
Se tienen, para esto, las ecuaciones siguientes

pt =(r—a) +(r— by
i—a4{y—0)¢'=o0
¢+ (y—b)¢" =0

De ellas se deduce
. il

PP =

b=
O bien

Se ve que la distancia p es el radio del e/reulo osculador 1 la
circunstancia de que p no es ni maximo ni minimo muestra que
este circulo atraviesa la curva sin dejar de ser tanjente a ella.

Funciones de dos variables

Una funcion f (x,7) es méxima o minima cuando la dife-
rencia
Sy —f (b y+ k)

couserva un mismo signo, cualesquiera que sean los signos de
las cantidades infinitamente pequefias /£ i 4.
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El teorema de Taylor da ahora
2 3
. \ . c/ °f
St yx)=/(2,9)+h5—+ k-7
C oo L}]I
1, RV
e b B e
2 RN
Por consiguiente
A
‘ . 2f 2
S =S oty b= —h Lk L
o2 v d

Si/ 1k son suficientemente pequenos el segundo miembro
tiene el signo de

ipara que esta espresion no cambie de signo cuando en elia
se reemplazan 21 £ por —/4 1 —/% es necesario que se tenga

cualesquiera que sean los valores infinitamente pequefios de /% i

2 s 1o e .. dyf . df
k; ésta ultima condicion exije que —-%— 1 —%— sean separada-
’ dx &y

mente nulos. Luego la primera condicion, comun al maximo i
al minimo, es '

{2)
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Si esta condicion es satisfecha se tiene

(3) e y)—fla+hy+ k)=
o ) : ‘)f ﬂ’f\
4+ zlz,é Tedy 4 e 'j-

RS

_ _i_ (/Lz

\

x*

Se ve que, para los valores suficientemente pequeiios de /21
el signo del segundo miembro depende del signo del trinomio

L d 3 L
72 ‘wf+ b b LT g LT
da® dxdy ay®
Luego, para que haya maximo o minimo, es necesario que
este trinomio conserve un signo invariable, cualesquiera que

sean los signos de 21 4.
Este trinomio tiene tambien el signo del siguiente:

N aof ko @f k&
(4) 2 TR iy T B2

1, para que este signo quedﬂ invariable, es necesario que los va-

7
lores de 7- que anulan el trinomic sean imajinarios; se debe

"""" te

(5) KA ‘Z’f<
2/ : \ dxdy dx®  dy®

Esta condicion (5) debe pues agregarse a las condiciones (2).
Para que la condicion (3) sea_satisfecha es necesario eviden-

acf d? . .
a7 Ay tengan un mismo signo;.

temente que las derivadas 5 -
4 dx® 7 dy®
si ellas son negativas el trinomio (4) es negativo, luego, segun (3),

fa’f

J(zy) es maxima; al contrario, si los dos derivados —— prilvre

son positivas, el trimonio (4) es positivo 1 f(z ) es minima.
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PROBLEMA

Determinar la distancia wias coria de un punto a una superficie

Sean a, &, ¢ las coordenadas de un punto P i
e= (5,)

la ecuacion de una superficie S; el cuadrado de la distancia p
de un punto A/ de la superficie al punto P es

Pt =(r =) + (=) + (5=

Si, en esta espresion, se reemplaza z por su valor ¢ (x,7) se
uede asimilar o* a la funcion f{x, ) considerada mas arriba:
P \ J ’

sea por consiguiente

F gy a)® 4y =)+ (=)

Tendremos
1 (Z'/ _ dz
|\ 2w TRy
© ? af 4
I - 732
—_— L = (g._. —
Vo2 dy ”1 b+(z=0) dy

Para que la funcion / sea maxima o minima es necesario que,

df . df
| ay sean separadamente nulos, luego se debe temer,
segun (6),
x—a+(z— )fig— o}
Ve dx
dz
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O bien
x—a  y=b  z—c
) Az T dz T =1
dx dy

Se demostrard mas adelante que los denominadores de estas
tres fracciones son proporcionales a los cosenos directores dela
normal a la supercie S, en el punto #, luego la distancia mini-
ma debe contarse sobre la normal a la superficie S.

Veamos ahora en qué casos la distancia p es maxima o mi-
nima; para resolver este problema, podemos, para mas sencillez,
elejir los ejes de coordenadas de tal manera que el orijen O sea
confundida con M i el eje OZ con la normal a la superficie en
este punto. El punto P estard entdnces situado sobre OZ i
tendremos en las férmulas (6}

a==Q, b=0, c=p

r=0, y=0, £=0.

&y

( Continuard)

B
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