MECANICA RACIONAL

83
£ 3,

SEGUNDA PARTE

DE LOS SISTEMAS MATERIALES

( Continuacion)

Teorema.

Un sélido invariable sometido ¢ una presion constante, normal
a su superficie estd en equilibrio.

Un sélido invariable cualquiera puede ser considerado como
el limite de un poliedro de un ndmerc infinito de caras; este
poliedro a su vez puede ser considerado como la reunion de
tetraedros justapuestos, luego basta demostrar que un tetraedro
de forma invariable, sometido a una presion normal constante
queda en equilibrio. v

Sea (fig. 19) un tetraedro ABLCD; la presion normal que obra
sobre cada una de las caras, es equivalente a una fuerza nor-
mal a esta cara, proporcional a su drea i aplicada en su centro
de gravedad. Asi, por e¢jemplo, la presion normal que obra so-
bre la cara ACD, es equivalente a una fuerza F aplicada en el
centro de gravedad NV i proporcional al 4rea del tridngulo ACD.
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‘Descompogamos F en dos componentes: una /, perpendi-
cular a BCD, 'a otra #, paralela al mismo plano. Sca AH la
perpendicular bajada desde A sobre ZCD: 1.2 la componente /7,
seri proporcional al drea del
tridngulo A CD 1 su linca de
accion encontrara SCD en el
punto V' proyeccion de V; ecste
punto A es precisamente el
centro de gravedad del tridn-
gulo ZCD; z°la componente
F, serd proporcional al drea de
un tridngulo de base (D1 de
“altura A/

Hagamos la misma descom-
posicion para las fuerzas /71 F",
aplicadas en #/i P, centros de
gravedad de ABCiABD, ten-
dremos enténces: 1.° tres componentes | 7’ #,” perpendicu-
lares a BCD, proporcionales a las 4reas de los tridngulos A CD,
HCB, HBD i aplicadas en sus centros de gravedad respectivos;
estas tres fuerzas paralelas son equivalentes a una sola fuerza,
aplicada en el centro de gravedad del tridngulo BCD i propor-
cional al drea de este tltimo tridngulo; esta Gltima fuerza, como
se ve, equilibra la presion normal de la cara BCD; 2.0 las tres
componentes #, /," 7,” son paralelos al plano 8D o al plano
B! 7 D'; cada fuerza es proporcional al drea de un tridngulo
de altura constante A/ i de base D, CB o BD, luegy, estas
tres fuerzas son tambien proporcionales a los lados 2'C7, '’
B'D" del tridngulo B/C7D’; ellas son, ademas, perpendiculares
a estos lados i aplicadas en los puntos medios.

Para demostrar que estas fucrzas se hacen equilibrio, notare-
mos primero que sus lineas de accion se cortan en un mismo
punto U, centro del circulo circunscrito al tridngulo 8'C7 1
basta, por consiguicnte, que ¢l poligono de estas tres fuerzas se
cierre para que ellas se hagan equilibrio.

Por un punto O cualquiera, traccmos un vector OR igual a
F, i, por el punto R otro vector RS ignal a 7',, el angulo ORS
es igual al dngulo 2'C A’ del tridngulo B'C'D’; como, porotra
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parte, /7, 1 F,’ son proporcionales a C'D" 1 (' /55, se ve que los
tridngulos ORS 1 B/C'D" son semejantes; luego tambien SO

}’e"

representa la fuerza #,"; esto demuestra que las tres fuerzas
F, F,” F,” se hacen equilibrio.

Sea loque {uera, dejaremos a un lado, en lo que sigue, la
consideracion de las acciones moleculares 1 admitiremos que ¢l
principio de Arguimedes ¢s la espresion exacta de lo que pasa
en la realidad.

Condiciones de estabilidad del equilibrio de los cuerpos flotantes

Se ha demostrado, en el Capitulo IV, que el equilibrio de un
cuerpo es estable cuando la suma de los trabajos virtuales de
todas las fuerzas quc obran sobre ¢l queda sicmpre negativa,
cualesquiera que scan los cambios de lugar virtuales, compati-
bles con los ligazones del cuerpo.

Un cambio de lugar del cucrpo flotante enjendrard en el
liquido ciertas acciones moleculares, pero dejaremos a un lado
el trabajo de estas tltimas fuerzas.

Consideremos enténces el cuerpo como un sdlido invariable:
un movimiento cualquiera de este sélido, podrd siempre des-
componerse en una traslacion i una rotacion, pero una trasla-
cion horizontal i una rotacion al rededor de un cje vertical, no
hacen trabajar las fucrzas que cbran sobre el cuerpo, puesto que
estas son equivalentes a dos fuerzas verticales; luego, ba~tard
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considerar,.como cambio de lugar mas jeneral, una tiaslacion
vertical 1 una rotacion al rededor de un eje horizontal; todavia
estos dos movimientos pueden reemplazarse por una sola rota-
cion al rededor de un eje horizontal situado en el plano del
nivel superior del liquido.
En restimen: el equilibrio del cuerpo flotante serd estable si
el trabajo de las fuerzas que obran sobre él es negativo respecto
de una rotacion al rededor de un eje cualquxera situado en el
plano del nivel superior de! liquido.
El trabajo elemental 47 de una fuerza 7, correspondiunte a
una rotacion 46 del punto de aplicacion al rededor de un eje, es
igual al producto de @8 por el momento de la fuerza 7 respecto
al eje; sea en el caso considerado, 8 el unoulo de la rotacion i
46 un incremento infinitamente pequefio de 6, &7 el trabajo
elemental de las fuerzas respecto de la rotacion 78 se tendra

(r2) AT =d0Z M+ 7

Sean (fig. 61) G el centro de gravedad del cuerpo flotante,
P su peso, L el centro de gravedad del fluido desplazado o

j’ijm oy,

centro de carena i 'V su voldmen, = el peso de la unidad de vo-
limen del liquido; en el estado de equilibrio se tiene

(13) P=Vr

Llamaremos a la distancia GL de los dos centros de grave-

dad; consideraremos @ positivo si & es encima de L i negativo
si 7 es debajo de 7.

Representemos el cuerpo flotante cuando ha tenido una rota-
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cion 8 al rededor de un cje horizontal OV situado en €l plano
del nivel superior del liguido; sea OX un cjc perpendicular
sobre OV, G,, L, las nuevas posiciones de G, L i #, ¢l
punto de encuentro de L, &, con OX; las dos fuerzas iguales
i verticales, aplicadas en 7, i £, forman un par, luego la suma
de los momentos de estas dos fuerzas, respecto a 07, esel mo-
mento de este par, es decir

11 @ sen 8

Ahora, el cuerpo se ha hundidc en el liquido, el volimen de
liquido desplazado se ha aumentado i la accion correspondiente
sobre el cuerpo equivale a un empuje vertical igual al aumento
de peso del liquido desplazado i dirijido desde abajo hdcia
arriba.

Sea BB’ un cilindro vertical infinitamente delgado; dw el
area de su seccion por el plano YOV i » la distancia OB, el
peso de la masa ecquivalente de liquido es

dw cos 6. BB’

i el momento respecto a OY del empuje correspondiente sobre
el cuerpo

~ITdwcos 8. BB x OB = ~1l cos® O sen ¢ P doo

Luego

M F=VIlasen 0—11 cos? Osen 0 X x*de

Sea / el momento de inercia del drea de la seccion mojada
respecto a OV se tiene tambien

T F=1lsenf (Va—/cos? 9):1{

af

Si 6 es mui pequedio se puede escribir

a7l
510 (Va—1)

o

7= H%a Va—1
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La condicion de estabilidad es, por consiguiente
(14) VVa— I <o

Esta condicion es siempre satisfecha si @ es negativo, es de-
cir si el centro de gravedad & del cuerpo es mas abajo que el
centro de gravedad L del fluido desplazado; pero si @ es posi-
tivo, es decir, si & estd encima de L es necesario que el mo-
mento de inercia / sea mayor que Feg, para que la condicion
(14) sea satisfecha.

El eje respecto del cual el momento de inercia de la seccion
mojada es minimo, es uno de los ejes principales del centro de
gravedad de esta seccion; luego, para que la estabilidad de un
buque esté asegurada es necesario que el momento de inercia
minimo de la seccion mojada sea mayor que el producto Va.

En los submarinos no pasa lo mismo, pues, no hay entdénces

seccion mojada i es indis-

Ff/ﬂ &L pensable que @ sea nega-

tivo; es decir, que el centro

de gravedad del submari-

no sea debajo del centro

de gravedad del liquido
desplazado.

Presiones sobre las
paiedes planas

Consideremos (fig. 62)
una porcion de pared pla-
na, limitada por una curva
cerrada cualquiera de drea
Q. Cada elemento de 4rea
dw es sometido a una presion normal 2 i se trata de deter-
minar la resultante de las fuerzas paralelas pdw que obran en
todos los puntos del drea {&.

Referimos los puntos de la pared a dos ejes de coordenadas
situados en su plano i cuyo orfjen es el centro de gravedad O
del drea: uno de las ejes O.X es horizontal, el otro, OV, perpen-
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dicular al primero, es decir, dirijido segun la linea de mayor
pendiente-de la pared; sean z, y las coordenadas de un punto
A7, 8 el angulo de la pared plana con el horizonte i % la distan-
cia del punto O al plano del nivel superior del liguido; la dis-
tancia del punto # al mismo plano serd evidentemente

ft+ysen §

Sea po la presion del liquido en el nivel superior, la presion
en A/ serd

o+ Lty sen 6)

Luego la presion total 2 sobre el drea & serd

P=Spdo=2 \{ fot+ 1L {4y sen B) 1 dw
t )

Como O es el centro de gravedad del drea, la espresion ante-

rior se reduce a
P= p,+11/)Q

La espresion p,+ 11/ es la presion en el centro de gravedad
de Q, luego la presion total P es el producio del drea @ por la
preston en el centro de gravedad.

Sea ahora C el punto de aplicacion de la presion total ~ i

x4, 7, las coordenadas de () este punto es el centro de presion
del area Q, se tendrd, por medio de los momentos.

Pr,=Xprdo
Py, =Spydw
O bien, si se reemplaza p por su valor
Pr, =Z2(po+11 A+ 1l ysen O)xdow=11sen § Sxydw
Py, =Z(po+112+11ysen 8) y do=I11sen 6 Z3* dw

Supongamos que el eje OV sea un eje de simetria del drea
(), se tendrad

Zayde=0
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(343
o]
o0

Luego r es igual a cero 1 el centro de presion se encuentra
sobre la linea de mayor pendiente del centro de gravedad.

Sea QK el momento de inercia del drea respecto del ‘cje
principal 0.X, se tendrd tambien

QK211 sen § _ _K*

= 7 - sen @
0

V"ﬁ* + 4

Para que el centro de presion se confunda con el centro de
gravedad, es necesario que =0, o bien /Z=w, en jeneral, la
distancia y, disminuye a mcdida que la profundidad % au-
menta ‘

Forma de eguiltbrio de un liguido pesado animado de una rotacton
de velocidad angular constante al rededor de un eje vertical.

Una vez el liquido en equilibrio sélido, se pueden aplicar las
férmulas jenerales establecidas en ¢l caso del reposo a la condi-
cion de agregar a las fuerzas esteriores, las . fucrzas? de inercia
de todos los puntos.

Sean z, 7, z las coordenadas del punto 7, OZ ¢l eje de rota-
cion dirijido desde abajo hacia arriba, o la velocidad angular
constante i 7 la distancia de // a OZ. La fuerza que obliga la
unidad de masa situada en M a jirar al rededor de 0Z con la
velocidad angular constante » es dirijida desde M hédcia OZ i
su ‘intensidad es w®7, luego la fuerza de inercia del mismo
punto es dirijida desde OZ hacia M isu intensidad es tambien
w®#, las fuerzas esteriores se reducen aqui a la gravedad, luego
se tiene

v =wlr—=wx
P

. a
Yy =wri-=wety
: 7

v ==&
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De ahi se deduce la siguiente ecuacion diferencial de las su-

perficies de nivel
vedx vy dy+y, de=w? (vdx+ydy)—gds=

La integracion es cvidente i se obtiene
o, . -
7(_,1'- +y)—gs=C

l.uego las superficies de nivel paraboloides de revolucion al
rededor del eje de rotacion OZ.

Caso de un lguido pesado
antinade de una rotacion de velocidad angular constante al
rededor de un eje horizontal.

Sea (0Z el eje de rotacion i, en un momento 4, 6 el dngulo que
hace el eje OX con la vertical descendiente; el dngulo @ varia

uniformemente con el tiempo i se tiene

a0
7],? =

Las tres proyecciones de la fuerza g son ahora: g cos 8 sobre
0X, —g sen § sobre OY i cero sobre 0.Z; sea todavia 7 la dis-
tancia del punto M al ¢je de rotacion; la fuerza de inercia del
punto es w?7 i sus proyecciones sobre los ejes méviles son: w2z
sobre OX, w?y sobre OV 1 cero sobre OZ. Se tiene: por consi-
guiente :

vie=gcos O+eiy
vy =—gsen 0+wy
. Yz =0
Luego

dp=p ,{g(a’x cos 0 —dy sen §)+w? (xdx+ydy) }

En el segundo miembro figura el dngulo 6 que varfa con el
tiempo, luego la presion en un punto cualquiera del liquido es
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funcion del tiempo i varia con él; el liquido mismo, wo puede gie-
dar, por conseguiente, en equilibrio sélido.

Presion resnltante ejercitada por un chorro de agia

sobre wna paved plana

Consideremos una parcd plana A/ i un chorro de agua de

seccion Q 1 de velocidad V/; sea 6
el 4ngulode 7 con la normal ala
pared. Se observa que, los filetes
lquidos, primitivamente rectos, se
dirijen tanjencialmente a la pared,
despues del choque. Consideremos
la porcion de liquido, comprendida
entre’ una seccion A A normal al
chorro i un cilindro normal a la
pared, representado por las jene-
ratrices €0, EF; en los puntos
de este cilindro se puedc considerar
las velocidades de las moléculas li-

quidas como paralelas a la pared. Apliquemos una de las seis
férmulas fundamentales comunes a todos los sistemas mate-
riales: la relativa a la suma de las proyecciones de las cantida-
des de movimiento sobre un eje

A3 P yu=3 " fdt
X X

Elijamos como eje de proyeccion la normal O.X a la pared;
sea A’Fla posicion de A5 despues del tiempo d2; (D' 1 E'F7;
las posiciones de CD i £F;como la velocidad de las moléculas
comprendidas entre C0 1 C')’; EF i E'F’ son perpendiculares,
por hipdtesis a 04", se tendrd -

AZI mr=pQVdix Veos=p Vildtcos g

Si se desprecia la pesantez, las fuerzas esteriores son las pre-
siones de la pared sobre el chorro, éstas tendrén una resultante

F, paralela a 0.X, luego

S P fdt=Fdt
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Finalmente
F=pQV?cos b

Como se ve, F representa laresultante de todas las presiones.

CAPITULDO XV
CONSIDERACIONES JENERALES SOBRE LA HIDRODINAMICA

La hidrodindmica es la parte de la mecdnica que se ocupa
del movimiento de los fluidos.

Las ecuaciones jenerales de este movimiento se deducen je-
neralmente del principio de d’Alembert; sin embargo, cuando
se aplica a cada punto de un fluido una fuerza igual a su fucrza
de inercia, el fluido no queda en equilibrio, ni siquiera durante
un intervalo de tiempo infinitamente pequeiio, luego las presio-
nes, en el fluido, no son las de una masa fluida en reposo i no
satisfacen probablemente a las ecuaciones de la hidrostatica,
Por este motivo no daremos aqui las ecuaciones usuales que
definen la presion en los puntos de un fluido en movimicnto.

Ecuacion de continuidad

Cuando la masa de un fluido en movimiento queda continua
se puede establecer una ecuacion de [condicion llamada ecua-
cion de continuidad. Consideremos la masa de fluido contenida
en un elemento de volimen dr dy dz, esta masa es

pdxdyds

Sean z,y, s las coordenadas del punto considerado i 7, , v,
7, las proyecciones de su velocidad; durante el movimiento del
flnido las coordenadas x, y,z se cambian en x+ v, &7, ¥+ vy d2,
z+w, df; la densidad p varia con el tiempo i con la posicion
del punto de tal manera que

w

=2
)
[

w o
%
=~
+
N
-+
S
¥
L)
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O bien
3 "y )
(o, °p,_ Sp.,_ Cp
do=| t+v, Lo, 40, L)
ver T xR "3z,

De la misma manera, el lado 4t del paralelipipedo se cam-
bia en

2 al R
o, ; B 21y
r+dr+ (z!x +~é—_—r—dx>dz‘—— [3-&—1& d!]-dx( 14 P dt>

\ /
Luego se puede escribir

-
¢

yx
d{dr)=dx £ dt
Ahora la masa de fluido p dr dy dz debe Henar el paraleli-

pipedo en su segunda posicion, luego la diferencial de esta es-
presion debe ser nula i se puede escribir

dp , 2dn @0 3

P Jx 2y 2z
O bien
- N -

I/Ep SP <p Sp'\ 27, oy ca,
— +v 5-tuy 5+ + + o— + =0
,u\ T ax Yy T as) cx oy oz
O todavia

°p  Spw) Clpwny) 2(pw)

55 + 5 + A + ~——— =0

o o.x oy Jz

Esta es la ecuacion de continuidad.

Esta ecuacion puede obtenerse tambien de otra manera:
consideremos, en el espacio recorrido por el fluido, un paraleli-
pipedo infinitamente pequefic de volimen dr dy dz. Para es-
presar que el fluide queda continuo escribiremos que, a cada
momento, la masa del fluido contenido en el paralelipipedo
dx dy dz es igual al producto del volimen por la densidad.

TR
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Durante el tiempo 47, la masa de fluido que entra por la ca-
ra dy ds es
P dtdyds

i la masa que sale por la cara opuesta es

[,; Tt — 2o \’a’r] dtdy ds

>
C

El aumento correspondiente de la masa del fluido es por con-
siguiente

(‘”‘) -dt dr dy ds

Se obtendrian espresiones analogas en las otras dos direc-
ciones, de suerte que el aumento total de la masa es

a(

)

din= — j E(PF"‘) + :‘_ﬁlL\).
{ 2z 2y

mi*c

} dtdz dy dz

Por otra parte la densidad p se ha cambiado en

=+
T

©
a
~

Se debe tener por consiguiente
pdrdydz+ a’m-——( p+—i—§ dr) dxdy dz
\ ¢ /

De ah{ resulta

RN .
Spoy flpm))  Flpny) B(pn)
ot ox ey oz

Es la ecuacion obtenida mas arriba.
En el caso de los fluidos incompresibles, p es constante i se
ticne simplemente

dx 2y 2z
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Supongamos que la velocidad del fiuido en cada punto, ten-
ga un potencial de tal manera que

La ecuacion de continuidad es enténces

2y ey eV
_ - — — — =0
E‘I‘“ 9)/' Az2

<

Es la ecuacion de Laplace obtenida en el caso del movimiento
de los cuerpos celestes.

FEnerjla potencial de un liquido incompresitle.

Consideremos una masa. continua de liquido incompresible
en reposo i un elemento de volimen en i, en un punto A
sea p la presion en este punto. Podemnos concebir el liquido
contenido en el elemento Zw, como la reunion de puntos ma-
teriales ligados unos a otros por resortes hipotéticos; la enerjia
potencial de estos resortes es evideniemente una funcion de g;
ademas la enerjia potencial dcl elemento 4w tiende hicia cero
cuando dw tiende hdcia cero i podemos admitir que el limite
de la razon entre esta enerjla 1 4w es una funcion finita de la
presion p en el punto 47, de suerte que, en restimen, la encrjia
potencial del liguido contenido en el elemento 4w tendrd una
espresion como la siguiente

dw F(p)

Trataremos de determinar esta funcion # (). Para esto no-
taremos que el movimiento elemental que tomaria el elemento
dw, por efecto de una impulsion cualquiera, es independiente
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de la fuerzas esteriores que obran sobre el liquido, pues estas
fuerzas estan siempre equilibradas siempre porlas presiones del
liquido que envuelve dw, luego el trabajo de las {uerzas interio-
res no influye sobre la enerjia cinética del elemento #zw. Debe-
mos admitir entonces, para satisfacer al principio de la conserva-
cion de la enerjia, que el trabajo de estas fuerzas se convierte en
enerjia potencial, la cual queda almacenada por el l{quido con
tenido en el elemento <.

Sea y la aceleracion de las fuerzas csteriores en el punto
M, pla densidad del liquido i 473 =7x un cambio de lugar
del elemento dzv; el trabajo elemental correspondiente de las
fuerzas esteriores es

d © =pdiw y dr cos (y, dr)
Como este trabajo debe trasformarse en enerjia potencial, en
el elemento 4z, se debe tener '

dﬁ;:d{ dw F(p) }

Pero el liquido es, por hipétesis, incompresible, luego dw es
constante 1 se tiene

d G =dw F (p) dp
O bicen, al reemplazar 4 @ por su valor
F(p)dp=pydrcos (y, /1)

~ La presion en 3/’ es p++/p i se ha cstablecido en la hidros-
tatica la relacion
dp=py A4y cos (v, 4r)
Luego se debe tener

F(py=1
O bien
F(py=p~+c

¢ cs una constante, caracteristica del liquido considerado.
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En resdmen, el principio de la conservacion de la enerjia nos

conduce a atribuir al elemento de liquido 4z una enerjia po-
tencial

dw  p o)

Movimiento de los lquidos pesados.
Formula de Bernontlli.

Sea, en un punto # del liquido, p la ‘presion i v la veloci-

dad; consideremos en este punto un elemento de volimen dw;
la enerjfa total de este elemento sera

p dw vi4 (pt+oydie

[

Sea s la distancia, contada desde abajo hicia arriba, del pun-
to 4 a un plano horizontal orijen; cuando el voldmen 4w pasa
del punto M a otro punto 2 situado ala distancia s+ dz del
mismo plano, el trabajo de la pesantez es

—p dw gds

Se debe tener, por consiguiente, segun el principio de la con-
servacion de la enerjia

d{é pdwv"ﬁ-{p—!—c)a’iv} = —pdwgds

Dividamos los dos miembros por el factor constante pg dw |
pongamos p g=11 tendremos

v: o pe -
d<2§+\u >+dz_o
O bien

v pc

g T I AL
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O todavia, puesto quec ¢ es una constante

Esta c¢s la ecuacion de Bernouills.
Plano de carga.

Si, en cada punto del liquido en movimiento, se levanta una
. .. . e / . L
vertical de Jonjitud igual a — + f%[ el lugar jecométrico de los
o
puntos obtenidos es un plano horizontal: este se llama plano
de cavga.

Ademas se llama carga en el punto M, la cantidad

..._Lﬁ

3 a4
11 7

<
©

W

o
=)

Esta cantidad es, como se ve, la distancia del plano de carga
al plano orijen, luego la carga se refiere siempre a cierto plano
orijen i la ecuacion de Bernouilli espresa que la carga es cons-
tante en todos los puntos del liquido.

Es bien evidente que la ecuacion de Bernouiili no basta para
definir el movimiento del liquido, pues ella contiene dos in-
coégnitas p i v; sin embargo, en algunos casos, se conoce g, cn-
tonces © estd determinado.

CAPITULO XVI

HIDRAULICA
.

La hidraulica trata del movimiento de los liquidus 1 princi-
palmente del agua en los depdsitos, canerias, canales, rios, etc.
Se supone siempre ¢l movimiento del liquido permanente, de
suerte que las moléculas liquidas que pasan en un mismo
punto tienen, ¢n este punto, una misma velocidad.

Estudiarenios, en primer lugar, las propiledades jenerales d«l

TOMO € 38
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movimiento permanente de un liquido en un cauce cualquiera
de forma invariable.

Gasto.

Supongamos que, en la masa liquida, se haga una seccion
plana cualquiera que atraviesa completamente el cauce; bus~
quemos el volimen de liquido que atraviesa esta seccion du-
rante el tiempo 4z

Sea dw un elemento de drea 'de la seccion mojada i v la ve-
locidad de las moléculas liquidas que atraviesan dw, 7, la pro-
veccion de v sobre ia normal al plano de la seccion; el vold-
men de liquido que atraviesa el elemento dw durante el tiempo
dt es

dw X v,

luego, sl w es ¢l drea total de la seccion mojada, el volumen de
liquido que la atraviesa durante el mismo tiempo 47 es

Jt v,,dw
w

La integral definida, que multiplica d¢, tiene un valor cons~
tante, puesto que el movimiento del liquido es permanente;
sea () este valor. O representa el voltimen de liquido que atra-
viesa la seccion » durante la unidad de tiempo; es lo que se
llama el gasto.

El gasto Q es evidentemente el mismo en todas las seccio-
nes planas que atraviesan el cauce, puesto que el liquido es in-
compresible, luego el gasto es uno de los elementos que carac-
terizan el movimiento del liquido en el cauce considerado.

Si una seccion plana es atravesada normalmente por las mo-
léculas liquidas i si Jas velocidades de las moléculas son igua-
les entre si, la espresion del gasto toma una forma mui sen-
cilla; sean, en efecto, w el drea de la seccion i v la velocidad de
las moléculas que la atraviesan se tiene evidentemente

O=wv
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En otra seccion «', andloga a w, s= tendria de la misma ma-
nera

Luego

Es la regla de Castelli.

FPérdula de carga.

Consideremos, en el interior del cauce, un volimen infinita-
mente pequcio e de liquido. Dos casos pueden presentarse:
1.° el efecto de las paredes del cauce sobre el movimiento je-
neral del liquido no alcanza a hacerse sentir sobre el clemento
Jzv, enténces la ecuacion de Bernouilli se aplica sin modifica-
cion al movimiento de este clemento; 2.° el efecto de las pare-
des alcanza a hacerse sentir sobre el elemento dw, sea directa-
mente, sea por Iintermedio del liquido, entdénces la enerjia
cinética det clemento disminuird, la ecuacion de Bernouilli,
aplicada a dos posiciones consecutivas del elemento, deberd

escribirse

-~ B S

El término correctivo P se llama pérdida de carga.

Supongamos que el cauce, en el cual se mueve el liquide,
tenga dimensiones trasversales mui pequefias respecto de la
velocidad media de!l liquido; podemos, en este caso, considerar
las dimensiones trasversales del cauce como infinitamente pe-
quefas respecto de la velocidad media, i limitar cada elemento
dw del liquido por las paredes i dos secciones normales infini-
tamente préximas. Es bien evidente que en estos casos el movi-
miento de cada elemento es influenciado por la presencia de
las paredes, luego habrd siempre una pérdida de carga. Si, en-
rénces, se levanta en cada punto una recta vertical de lonjitud
2,7

i+ el lugar jeométrico de las estremidades de estas vertica-
o
“&
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les no sera un plano sino una linea descendienie en el sentido
del movimiento del liquido; esta linea es la ffnea de carga. La
diferencia de nivel entre dos de sus puntes representa entdénces
I pérdida de carga entre estos puntos.

De los piezdmetres.

El piezdémetro es un tubo de vidrio, de forma cualquiera, en
comunicacion por una de sus estremidades A7 con un liquido i
abierto a la otra estremidad. Sea p, la presion atmosférica, p
la presion del liquido en el punto 47; el nivel del liquido en ¢l
piezémetro liegard encima del punto 7, a una altura / tal que

Es bien evidente que, si el piezdmetro estuviera cerrado en
1 1"

la parte superior, el nivel del liquido

7.

a Bic pero cstos piezémetros no se usan en la prictica. Se

.
egaria a una altura igual

concibe tambien fdcilmente cual forma se debe dar al piezd-
metro abierto cuando p es menor que g,

Si se colocara una sucesion de piezémetros verticales en
las diferentes secciones de un cauce infinitamente delgado, los
niveles del liquido dibujarian, en ¢l limite, una curva: esta es
jeneralmente distinta de la linea de carga, la llamaremos /nea
plezomdéirica. ,

Sea /7 la altura de uno de sus puntos encima del plano hori-
zontal orijen, se ticne

(\
I
W
_‘,
e
.+
|

N
o3 |

Luego
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Esta férmula muestra que la linea de carga i la linea piezo-
métrica son paralelas cuando v es constante. Es necesario para
esto que la seccion del cauce tenga una drea constante. Este es,
por consiguiente el unico cazo en que se puede sustituir la -
nea de los niveles piezométricos a la linea de carga.

Determinacion directa de la pérdida de carga
eintre dos secciones en funcion dela diferencia correspondiente de
los niveles presomtricos.

Sea 5 la diferencia de los niveles piezométricos en dos scc-
ciones cuyas dreas son wy i w, se tiene

S ey 20
I 2
y=Ho— H =3+ - (C S L
/
O bien
}’,'—“' ,+ /’«)—‘
—©0 T~ D
I
Por otra parte
V4 b P Tt o,
S T T T !
luego
PN it P
(0 = e
2 2g #

Sea @ ¢l gasto del tubo, sc tiene

O=wv=1uw,1%

Luego
0%/ 1 1A
=5 ) r
28\ w [EN
O bien
Q) 1 1Y\
L=yt So{og = =)
28w w”
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En el segundo miembro todos los términos son conocidos
por la observacion, i la pérdida de carga P es espresada en fun-
cion de la diferencia 5 de los niveles piezométricos, del gasto
Q i de las secziones o 1 ©. Se averigua que £ =y cuando ©= w,.

[.a diferencia 5 se llama tambien alfnra motriz entre las sec-
ciones w, 1 w, en cfecto la fdrmula (1) muestra que, si no hublera
pérdida de carga, la altura motriz 5 seria precisamente igual a
la diferencia de las alturas representativas de las velocidades.

Pirdida de carga debida a un ensanchie brisco del tulo
en el cual se wmueve el liguido.

Sea (fig. 64) MM, NN’ unz seccion lonjitudinal del cauce;
la observacion demuestra que, en la rejion (D, donde el cauce
se ensancha brusca-
mente, cl liquido for-
Fff G ma remolinos i que,
dntesidespucs deesa
rejion, las moléculas
liquidas se mueven
paralelamente con
una velocidad sensi-
blemente constante.
Esto exije, como
lo probaremos, que
entre dos secciones
AR 1 AB/ situadas
respectivamente an-
tes i despues de la re-

jion (), haya una

pérdida de carga.
En primer lugar, es preciso hacerse cuenta de dénde puede
provenir esta pérdida de carga. Si se deja a un lado ¢l roza-
miento de las paredes entre las secciones ABi A'B la pérdida
no puede provenir sino de una variacion en el valor de la can-
tidad ¢ que figura en la espresion (p +¢) @ev de la encriia pc-
tencial de un elemento del liquido, i en efecto si ¢l valor de ¢
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no cambiara no podria haber |6jicamente ninguna pérdida de
carga, pero tampoco el liquido podria moverse como lo indic
la observacion.

Consideremos dos puntos situados en los centros de grave-
dad de las secciones AR i A'B’ isean g, ¢, v, 15, p, v/, los ele-
mentos que definen la posicion, la presion ila velocidad del
liquido en estos puntos.

Apliquemos el teorema de las proycecciones de las cantida-
des de movimiento a la porcion de liquido comprendido entre
las secciones AB i A’E'; estc teorema estd espresado por la
férmula

(3) TEl Y S pa R

Elijamos el eje 04 en la direccion i sentido de las velocida-
desv i v'; como el movimiento es permanente, el aumento de
la suma de las proyecciones de las cantidades de movimiento

52 reductira a
(‘)[U[le Z"',*- w v !Z'IX FL/—O(J"U/ (744 ’ZI/—"L/
P £ i

Luego
(4) — T =P W v (_Z//-—‘ZJ)

Las fuerzas esteriores son 1.2 la pesantez que designaremos
por Mg; 2.0 las. presiones en las secciones A5 1 A'B’; 3.0 las
presiones de las paredes.

Cono en las rejiones A5 i 4’5 el liquido estd en equilibrio
sélido respecto de un sistema de comparacion. animado de una
traslacion recta i uniforme, las presiones son equivalentes, como
en hidrostatica, al producto del 4rea por la presion en el centro
de gravedad, luego las proyecciones sobre 0X seran

po—p o

Las presiones de las paredes se limitan a las presiones en la
rejion CD del ensanche, designaremos por p'dw” la presion del
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liquido sobre un elemento dw” de la parcd; la presion corres-
pondiente del elemento de pared sobre el liquido serd — p"dw”
i se tendra

TPF=PMg+tpw —p o =2 Pt pldo’

Consideramos ahora una masa del mismo liquido, en reposo
entre las secciones 4 B 1 A4 B, idesignemes por las mismas
letras, afectadas del indice » Jas presiones de este lignido, ten-
dremos evidentemente

0= [)i 1/1,‘;-}—?, (;)—‘Pr, 0),'—'2 Px‘ﬂr”{iwl/

Luego se tiene tambien
IR F=(p~p)o—(—p ) o' =ZP(p"—p:" ) dw

En la rejion de los remolinos se puede admitir que la velo-
cidad de las moléculas liquidas es igual a », es decir, a la velo-
cidad en la rejion 4B, luego en toda la reiion comprendida
entre A5 1los remolinos se puede considerar la diferencia p—p
como constante e igual a p"—p,". se tienc entdénces

SPAY —p, Vo= —(p—p) (0 —w)

Luego

) ( PR
SPF=Ypep (=3 w
(5) 9 lﬁ/’ (p'—p );

Llevemos los valores de (4)i(5)en la ecuacion (3)1 ten-
dremos

(6) pv' (¥ —v)=p—p.—(p —p:)

Ahora se tiene tambien
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:’2
Luego
PV PP
11 I R § S
O bien
P/ Py _ V(o=
= — iz - = —
S Tt 7
O todavia
Y A I A € R/ B A R 7
oy L —— — JS O — RS _ = -
TR Yoy T\ttt ) T e T T T 27
Finalmente
AT A A A Clk i
”*11*25; ”+Ji+2g 2y

Esta relacion demuestra, como se habia dicho mas arriba que,
cntre las secciones 4B 1 4’5, situadas antes i depues del en-
sanche del tubo hai una pérdida de carga cuyo valor es

5 o
(s1—77)

Notie.~—Observaremos que la espresion ~'~~°;—~, multiplica-
“5

da por el peso p g dw de una molécula liquida de volimen dzo,
da la enerjfa cinética

pAdw (v~7")3

23|

de una molécula de la rejion AB respecto de un sistema de
comparacion animado de la velocidad 7/; esta enerjia cinética

relativa desaparece efectivamente una vez que la molécula ha
atravesado el ensanche .

A. OBREECHT
( Continuard)




