MECANICA RACIONAL

SEGUNDA PARTE

DE LOS SISTEMAS MATERIAILES

( Continnacion)

CAPITHLO VIII

MOVIMIENTO DE UN SOLIDO INVARIABLE DE REVOLUCION
APLICACION AL MOVI-
MIENTO DE LA TIERRA AL REDEDOR DE SU CENTRO DE GRA-

VEDAD I AL MOVIMIENTO DE LOS CUERPOS PESADOS DE
REVOLUCION.

Cuando el elipsoide de inercia es de revolucion, los dos ejes &
i w estan situados siempre en un mismo meridiano, porque la
normal, en un punto cualquiera de una superficie de revoliucion,
encuentra el eje; esta propiedad resulta tambien de las férmulas
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(8) del .capitulo anterior; éstas se reducen en efecto a las si-
guientes

%t =0

, C
igﬁzjl‘gﬁ

Supondremos que ¢l eje principal de inercia OZ, sca el eje
de revolucion, enténces B=2A 1 las ecuaciones (9) i (10) del ca.
pitulo anterior dan

f}{%—: - —j—i cos(B—q)

dB8 G de sen(8-gq)

PR R TR

dA | dB .~} cos® A | sen®* A~
csA- ot U\ T T J

Caso en que el dngulo A es muz pequesio

Este es el caso mas importaute por sus apiicaciones, lo exa-
minaremos con preferencia. Kesolveremos primero el problema
siguiente: Jeudles son las condiciones que deben cumpliv las fuer-
zas esterioves para que el dngulo A guede indefinidamente del
mismo orden de pequeiiez? En otros términos, establecersmos
las condiciones que aseguran la estabilidad del movimiento
de rotacion al rededor de un eje mui proximo del eje de revo-
lucion.

Para mas claridad, supondremos que A queda infinitamente
pequerio, durante cierto intervalo de tiempo determinado i bus-
caremos la condicion necesaria i suficiente para que A quede
siempre infinitamente pequefio del mismo 4rden.

. Despreciemos A? durante el intervalo de tiempo considerado;
tendremos, a este o6rden de aproximacion.

- G =Cw=Const
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I tambien
dN de e
‘d—[*-———'?t—COS\IS—O')
. a8 a e —a)
(1) ' = FMTZSCHL%E

du | dB  GJ

d! ar - Cc

Consideremos, en el plano instantineo de rotacion, un siste-
ma de dos ejes rectangulares, paralelos a los ejes O.Y, OV de
la figura (23) i sean, respecto a estos ejes, 1, ¥ las coordenadas
de la traza deleje OZ, en el planc considerado; podremos escri-
bir, al mismo 6rden de aproximacion

JAY
X=—— cos 3
w A
y=-"—sen B
JC

O simplemente, 57 s¢ e/2j¢ —— como unidad de lonjitud

{ r=Acos 8
y=Asen B

Las ecuaciones diferenciales a las cuajes satisfacen » e y son,
entdnces, segun las dos primeras ecnaciones (1)

f (_2{1__ a de cos
) S dr T T A YT e
J -
/A de
dt A4 @t P72

Para integrar este sistema de ecuaciones simultaneas, notare-

mos que el punto de coordenadas x, y describiria ura circunfe-
TOMO XCVII 34
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. . C . de .
rencia con la velocidad angular = @ S estuvicra nulo;
Ve 1

es, por consiguiente, I6jico de poner

\ Ar=£¢05 — w! 7 5¢n ——-fz—(ut
/= & sEn *‘C—* ["*— coy — I3
J; < W i b /l @

Las ecuaciones (3) dan enténces

dé: = de €OS ¢ COS ¢ b2 fii sen ¢ sen —-wl
727 Il B c A°
ok = de COS ¢ sen a I3 E sen ¢ cos ¢
de = dr O Ty T e e

Sean ahora £, , E, las proyecciones del eje £ sobre los ejes
OX, OV, se tiene
de  Esen QE, G)_

dr e
Luego

de oo B

dt T

ie-sen =Ly

dt O—‘-QG

Las proyecciones £, £, serdn jeneralmente funciones pe-
riédicas del tiempo i se podra escribir ‘
( Ex= X Eu cos (ul+po)

(5) (

Iy
I

= E,u sen (u £+ pa)
Luego, si se rcemplaza & por su valor aproximado Ce.

de 1
— C0S g = —=— 2 b cos (u ¢
't 7= Co ~ 03 (i 2+ o)

-—~sen = —— 2 E_sen(u I+ u
at v Co I (w74 )

AT
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De ahi se deduce

@& __ 15 ¢ :
D i E,u COS[A wl— ul fla]
d)y . 1 s o C )
P 7anl e ﬁ,u sen {MA wl— ul— o

Sean Ao, ¢o dos constantes arbitrarias, la integracion dara

< I # [ C §
g-_:A,, cos 930-—_6;7,2 — sen |_7 ol — pf— o 1

C_»
A @
E I C -
7=y sen o B gt cos | wtm =i
———— [
4 e

Finalmente, segun (4%.

‘ c | I < EP" / 4
xr=.A,cos 0 wt~.—¢o>+ Tl =" Mﬂ sen (uf+ o)

N

; C 1 E,U. \
= IS — —_5 7 5
[ Ao‘en( 3 wt—}-gbn) ft T m cos (ul+ uo)

A )

\

Condiciones de estabilidad

1.” La primera condicion es que la espresion

C

A
sea diferente de cero; en efecto, si esta espresion estuviera nula,
Af  dy . A
los valorcs de 7R contendrian términos constantes, los
[
cuales, por integracion, darian términos proporcionales al tiempo
en lus valores de £1i 5 1en los valores de x e y; en este caso, el
4ngulo A no quedaria del mismo drden de pequefiez

v
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Esta condicion puede espresarse de otra manera: sea [ el
tiempo de la revolucicn del sélido i+ el periodo de variacion
del término £, se tiene

A

Luego la primera condicion de estabilidad es que Ja razon
entre of tiempo de la revolucion del sélids ¢ uno cualguiera de los
perdodos de variacion de E cos o, E sen o sea difevente de la ra-
so7 entre los momentos principales C 1 A.

2. Si esta primera condicion es satisfecha, el dngulo A osci-
lard al rededor de A, i la amplitud de la oscilacion serd del
érden de los coeficientes

B
2 C ~® \\
C(J) (\‘I o _(; /}

.. . C .
Cuando -%- es diferente de — el valor de estos coeficientes
w

es del mismo 6rden que
E

[

luego, en este caso, ¢l cje £ i la velocidad de rotacion » debe-
5 y

ran ser tales que la razon entre £ i Co® sea del érden de pe-

quefiez requerido para A.

Movimiento relativo del ¢je tnstantineo de rotacion respecto
del sdlido, considerado como fije

Consideremos- un plano perpendicular al eje de revolucion i
situado a la unidad de distancia del punto fijo O; sean, en este
plano (¥ la traza del eje de revolucion i 0" A7, O’ V' dos ejes
rectangulares ligados al sdlido; estos ejes serdn por ejemplo
paralelos a los ejes OX |, OV, de la figura 23; sean.tambien
z, y' las coordenadas de la traza M/ del eje instantdneo’de rota-
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X

cion en el plano considerado respecto de los dos ejes O ]
0" Y'; la distancia O M serd igual a A" i el dngulo de 0" M con
0" X' serd igual segun la figura 23, a 180°~gq; luego

’

A'=—=A"cos a

y=4+A'sena
Ahora, segun la tercera de las férmulas (1)

a=act+wi—0

I, por otra parte

Luego

‘

H

C
= -'ZACOS(aD—bwt—B)

e

A

= — —| ¥ cos(ao+ wl)+ysen (ap+ w k) {

|

l

J=+ g Asen{ao+wt=f8)

c ~
=k ik sen (g, -+ w?) —y oS {ao + w £) J

Las formulas (6) dan cuténces

, c fC—A \
r=— A, cos(—A "w/+(]50'—aq)

L. T : .
+ P .—-Tg—‘*l‘: sen ((1)1‘*'/!1 l—l—ao—,un/
A @
A [ C— \
y:—»—;{nlosenK »~wl’+¢o—ao/
R I w Eli 3
P gt T T s letmu it e

i

'f/T> (5]
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Se puede hacer en estas {érmulas

C ,
';* AQ:‘A()’
do=P,— 7
Entdnces
—A
; x'=Ncos £~7 —w?
X A
i ‘ Eu
—_ ,71(;: s :C:tz sen(wf—ut+ (,b(,—lum)
, ) f; @
7
A s C=A
Y =265 Z W
| it Eun
i —_— Y o (b — — ity
R e R L HC L Sl
A )

Aplicacion al movimiento de la tierva al rededor de su centro

de gravedad

Se calcula que las acciones combinadas del Sol i de la Luna,
sobre el -esferoide terrestre, equivalen a un par cuyo eje E
tiene por valor mdximo

Ademas, las proyccciones del eje £ sobre dos ejes, ligadns al
plano de rodadura, tienen periodos de variacion mui distintos
de la duracion 7 de la revolucion del sélido, es decir del dia
stderal.

Como, por otra parte, la razon entre (i 4 es mui prdxima
de uno, se ve que la rotacion al rededor de un eje préximo del
eje de revolucion es estable i que el dngulo A se alejard de A,
de una cantidad siempre menor que
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Esto equivale a 0",02; es un angulo inapreciable a la obser-
servacion,

El movimiento de la linea de los polos a la superficie de la
tierra es dado por las férmulas (7); en ellas, los términos que
dependen de las accicnes del Sol i dela Luna equivalen, como
mas arriba, a una variacion angular médxima de 07,02, puesto
que C es mui sensiblemente igual a A; si se desprecia este &n-
gulo, las férmulas (7) se reducen a las siguientes

-4
- ~Q
X :A)u cos “7'* wl
-4
V=A% sen -—/;1:— wé
Luego la linea de los polos describe, al rededor del eje de re-
volucion, un cono de revotucion, con una velocidad angular cons-

. C—4 < - . . .
tante igual A estarevolucion se efectia por consiguiente
£

en un numero de dias siderales igual a z;ip— lo que equivale
-4
sensiblemente a 303.

En restmen, si A, no es nulo, la linea de los polos describe
a la superficie de la tierra i en 303 dias siderales un circunfe-
rencia de radio A’;; ademas, la variacion posible de la linea de
los polos debida a las acciones combinadas de la Luna i del
Sol la alejan del circulode radio A/, de una cantidad del érden
mdximo de 0”,02 lo que, a la superficie de la tierra, equivale a
sesenta centlmelros.

Este periodo de 305 dias siderales ha sido indicado por pri-
mera vez por Euler, por csto se le llama perdodo euleriano. Dire-
mos, desde luego, que nada en la observacion indica la existen-
cia efectiva de tal periodo lo que hace suponer que A’, es nulo
o por lo ménos insensible.

Tales son los resultados de la teoria cuando se considera la
ticrra como un sélido invariable.
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Movimiento de los solidos pesados de revolucion fijadoes

en un punio de su epe

Sea P el peso del sélido, / la distancia del centro de grave-
dad al punto fiio; i 6 el dngulo que hace el eje de revolucion
con la vertical a cierto momento #; las fuerzas esteriores se
componen en una resultante vertical, ignal a 7, i aplicada en el
centro de gravedad; luego el eje £ es horizontal i su magni-
tud es

F=Plsenb

Supongamos que, en el momento #, la rotacion se efectia al
rededor de un eje mui préximo del eje de revolucion i que la

velocidad angular o sea tal que la razon —— sea mui pequeiia;

Cw
en este caso, ¢l cambio de orientacion del eje G en el espacio
sera mui lento respecto de w; se tiene en efecto

de E £ E

T T e T

Como ¢l eje de revolucion es, en este caso, mui proximo del
eje G su cambic de orientacion serd tambien mui lento, fuego
el eje £, perpendicular al plano vertical que contiene el eje de
revolucion, cambiard mui lentamente de orientacion; las pro-
yecciones de & sobre dos ejes rectangulares, situados en el
plano de rodadura i ligados a este plano,- tendrdn, segun esto,
un pericdo de variacion mui pequefio respecto del tiempo-de la
revolucion del sélido, por consiguiente la rotacion del sélido es

table, salvo, si barg 1 ¢ tuvi i
estable, salvo, sin cmbargo, en el caso que 7 estuviera mui pe-
I - . 7y T - ..
quefio, como sucederia si el sélido tuviera la forma de una aguja,

movil al rededor de su eje.

Cono de precesion

En el caso jeneral, la rotacion se efectla constantemente ai
rededor de un eje mui préximo del eje de revolucion, luego se

il
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podrd considerar A como infinitamente pequefio i despreciar
A2, entdnces la lonjitud del eje & queda constante.

La extremidad dei eje G tiene una velocidad igual a £, es
decir, una velocidad constantemente horizontal; luego, como la
lonjitud de G es constante, este eje describird un cono de revo-
lucion de eje vertical. Es el cwno de precesion.

El angulo del eje & con la vertical queda pues constante i al
6rden de aproximacion adoptado, este dngulo puede ser consi-
derado como igunal a 6. Segun esto, el eje £ conserva constan-
temente el mismo valor, fuego la estremidad del eje & describe
una circunferencia horizontal, con una velocidad constante.

El radio de esta circunferencia es & sen 9, o bien Cw sen 8;
sea por otra parte v el azimut, en el momento ¢, del plano ver-
tical que contiene el eje de revolucion, se tendra

2V
Cuwsenf A =F=Plsenf
R /2
Luego =
A
7 Cw

Sea K el radio de jiracion del sélido, respecto de su eje de
revolucion i M la masa total del sélido, se tiene
P=MWg, C=MK*.

A !

w8 K,

Luego

Asi, la velocidad angular azimutal del eje de revolucion es
proporcional a / inversamente proporcional a la velocidad an-
gular de rotacion o i al cuadrado del radio de jiracion, respecto
del eje de revolucion; es tambien proporcional a la gravedad.

Movimienio relativo del sdizdo, respecto del plano instantdneo

de rodadura

Este movimiento es determinado por las férmulas jencrales
(6). El plano de rodadura i el eje £ son animados del mismo



516 MEMORJAS CIENTIFICAS I LITERARIAS

movimiento de rotacion, al rededor de un eje vertical, luego las
proyecciones del eje Z relativas a un sistema de dos ejes liga-
dos al plano de rodadura quedan constantes; supondremos que
uno de estos ejes es horizontal se tendrd entdnces

E cosg=FE=PFlsen §

Eseng=0

I las formulas (6) nos dardn

/< )
xr= A, COS | — wf+Po
(\ A

/[ C | APlsen 8
y=104 sen g\\:lf— w?+ o > — i

Si, en el momento inicial, la constante A, es nula, el punto
de coordenadas =z, y quedard fijo en el plano de rodadura,
luego el eje de revolucion tendrd, en este caso, una inclinacion
fija en el espacio; en jeneral A, no es nulo i la traza del eje de
revolucion describe en el plano de rodaduras una circunferencia
de radio A, con una velocidad angular constante e igual g .

Este movimiento del eje de revolucion respecto del eje G
toma, en la observacion, la apariencia de una trepidacion del eje
de revolucion.

Supongamos, por ejemplo, que, en el momento inicial, =0,
el sélido jirc exactamente al rededor del eje de revolucion, las
férmulas precedentes deberdn dar x=p=0 en ¢l momento =0,
luego '

ho=00°
APl sen 8
Bo=—"ga
Se tiene entdnces
AL/ sen 6 )
r= - sen — wi
/i ./4

., APlsen 0 sen? Cwt
=TT 2A
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En este caso, las trepidaciones verticales tienen un periodo
igual a '

i la amplitud es proporcional al seno del dngulo §, a la distan-

. A . .
cia /, ala razon <= e inversamente proporcional al cuadrado

-
de la velocidad angular i al cuadrado del radio de jiracion, res-
pecto del eje de revolucion.
Todos estos resultados son verificados por la esperiencia.

Efecto de una fuerse aplicada en un punio del ¢fe de revolucion

Sea F la fuerza considerada, esta fuerza puede ser reempla-
zada por una fuerza igual aplicada en c! punto fijo i un par
cuyo eje & es perpendicular al plano que contiene la fuerza i el
eje de revolucion. o

Supondremes que la rotacion del sélido se efectiia al rededor
de un eje mui sensiblemente confundido con cl eje de revolu-
cion; entdnces el eje £ serd tambien perpendicular a G.

Se sabe ahora que el efecto del eje Z es de dar a la extremi-
dad del eje G una velocidad igual a E, luego se puede decir
que el efecto de la fuerza F sobre el sélido es de dar al eje de
revolucion una velocidad perpendicular al plano que contiene
£ i el eje de revolucion. Ademas, la velocidad angular w no serd
alterada por la accion de £ en efecto, como £ es perpendicu-
lar sobre G, la velocidad de la estremidad del eje & es normal
a este eje i su lonjitud queda constante; por otra parte G = Co,
luego w queda constante.

CAPITULO 1X

CCHOQUE DE LOS CUERPOS

Cuando los cuerpos de la naturaleza chocan unos con otros,
se observa un cambio drusco en el movimiento de cada uno de
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cllos, luego las acciones que se desarrollan durante el choque
pueden considerarse como gercusiones. '

Segun esto, se podra despreciar, durante el choque, el cambio
de lugar de los cuergos que chocan i el efecto, sobre clios, de
las fuerzas esteriores,

Se sabe, por otra parte, que el efecto de las impulsiones sobre
los cuerpos no cambia cuando se refieren los cuerpos i las im-
pulsiones a un sistema de comparacion fijo en el espacio o a
un sistema animado de una traslacion recta i uniforme; luego
se podrd, en cada caso particular, elejir un sistema de compa-
racion animado de una traslacion de velocidad igual a la que
posce el centro de gravedad de uno de los cuerpos que chocan;
en otros términos, en la teorfa jeneral del choque de los cuer-
pos, se podra siempre suponer que el centro de gravedad de
uno de ellos esta en reposo, dntes del choque.

Las percusiones que se desarrollan, durante el choque, satis-
facen al principio de la igualdad entre la accion i la reaccion;
lucgo el sistema de los vectores, formado con las cantidades de
movimiento de todos los puntos del conjunto de los cuerpos
que chocan, queda equivalente a si mismo, &ntes i despues del
choque.

La aplicacion de este principio da inmcdiamente sezs ecua-
ciones entre las cantidades de movimiento de los puntos de
todos los cuerpos despues del chogue; luego, si despues del
choque, los cuerpos quedan fijados unos a otros i se mueven
como un sélido invariable tnico, el movimiento de este sélido
estard completamente determinado.

Este es el Unico caso en que el principio de la igualdad entre
la accion i la reaccion permite determinar completamente el
movimiento de los cuerpos, despues de un choque.

En los casos mas frecuentes, los cuerpos, despues del contac-
to, se separan unos de otros i es bien evidente que seis ecuacio-
nes no bastan entdnces para determinar su movimiento.

Sin embargo, el problema puede todavia resolverse comple-
tamente cuando, en el choque de dos sélidos invariables, la per-
cusion que cada uno recibe del otro puede representarse por
un vector Gnico; en efecto, las dos peicusiones simultdneas son
enténces iguales i de sentido contrario; su punto de aplicacion
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i su direccion son tambien conocidos, puesto que las dos percu-
siones son normales a las dos superficies de los sélidos en el
punto de contacto; luego basta conocer su intensidad comun
para ‘determinar ¢l movimiento de cada sélido, Es una sola
incégnita i una sola ecuacion bastard para determinarla,

Esta ecuacion se deduce del principio de la conservacion de
la enerjia. La enerjia de un cuerpo en movimiento es la suma

de su enerjfa cinética i de su enerjia potencial interior; en los
sélidos invariables, la enerjia potencial interior queda, por defi-
nicion, invariable; ahora, durante el choque, se desprecia la accion
de las fuerzas esteriores; luego la enexjia cinética total de los
dos sélidos deberd ser la misma, dntesH despues’del choque;j-se
obtiene asi una ecuacion, i esta determina la’ mten:.xdad comun
de las percusiones consideradas.

En restimen, los principios fundamentales de la mecamca es-
tablecides hasta ahora, permiten resolver completamente el pro-
blema del choque en los _dos casos siguientes: 1.° cuando, des-
pues del choque, los cuerSOs quedan ligados unos a otros 1 se
mueven como un sélido invariable unico; 2.2 cuando dos sdli-
dos invariables chocan uno con otro de tal manera que la per-
cusion desarrollada durante el choque pueda representarse por
un vector unico.

Los resultados obtenidos, en el caso del choque de dos séli-
dos invariables, se aplican jeneralménte a los cuerpos eldsticos;
la enperjia potencial interior de estos cuerpos varia durante el
choque, porque se producc siempre cicrta deformacion; pero se
puede admitir que, despues del choque, esta enerjia potencial
vuelve a adquirir el mismo valor, cuando el cuerpo ha vuelto a
tomar su forma primitiva; por lo demas se puede considerar el
sélido invariable como un caerpo perfectamente eldstico.

Primer caso

Resolvamos el protlema siguiente: wun cuerpo de masa M, af
repeso, es chocado por otro cuerpo de masa n, antimado de una tras-
lacion de velocidad v; despues del choque, los dos cuerpos quedan
lzgados uno a otro i se mueven como un solo sistema invariable de
masa M+ m,; determinar el movimiznio de este sisteina.
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Antes del choque, las cantidades de movimiento de los dos
cuerpos son equivalentes a una resultante de traslacion, igual a
muv, i aplicada en el centro de gravedad del cuerpo de masa i,
luego, despues del chogue,
las cantidades de movimiento
del sistema invariable de ma-
sa M+ mz, deberdn ser equi-
valentes a un vector. unice,
iguai a me 1 situado sobre la
misma linea de accion.

Sea AR la‘linea de accion
del vector mv i C el centro
de gravedad del conjunto de
los dos cuerpos; despues del
choque; 7V la velocidad que
toma el punto C; las cantida-
des de movimiento del siste-
ma M +m son equivalentes
a una resultante de trasla-
cion (M +m) W, aplicada en C, i a un par resultante, luego se
debe tener

Fig. 24

(M + ) W =mv

El eje del par resuitante debe ser perpendicular al plano CAB
sea (7 este eje i 2 la distancia CZ del punto C a A8 se tendra

G=wir a

En resumen, si despues del choque, ninguna fuerza esterior
obra sobre el sistema M + m, su centro de gravedad se moverd
con una velocidad constante J¥ i el movimiento del sistema al
rededor del centro de gravedad serd un movimiento de Poisot,
en el cual el eje del par resultante de las cantidades de movi-
miento relativas es igual a G .

Para que el sistema 47 +m: tenga sélo un movimiento de tras-
lacion es npecesario que G sea nulo, luego @ debe ser nulo: asi
la recta A5, que pasa por el centro de gravedad de e, debe
tambicn pasar por el centro de gravedad comun de M i; en
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otros términos, la velocidad del cuerpo mévil dntes del choque
debe ser dirijida hdcia el centro de gravedad del cuerpo en re-
poso.

Péndulo balistico—Centro de percusion

Supongamos que los dos cuerpos de masa M1 » sean simé-
tricos respecto del plano (sl B3, este plano serd principal de
inercia en todos sus puntos; luego, en el punto C, el eje G del
plano de rodadura es confundido con un eje principal del elip-
soide de inercia; el movimiento del elipsoide serd pues una ro-
tacion al rededor del e:-e G; sea o la velocidad angular de esta
rotacion 1 (M +m) K* el momento de inercia del sistema 2/ +m

respecto del eje G, se tendra

——(o \ Jf—r I/l) ]& -

O bien
(0 __Twwa alV
T MR T KT

Elsistema invariable 47+ es, por consiguiente, animado de
una traslacion de velocidad 77 i de una rotacion al rededor del
eje CG perpendicular a W] estos dos movimientos simultdneos
se componen en una rotacion igual a », al rededor de un eje
OX paralelo al primero 1 que pasa por cierto punto O de la
recta CF; ademas, la distancia OC es tal que

K

0c= =L

w @

Si el cuerpo A, al reposo, es sometido-a la condicion de jirar
precisamente al rededor del eje O, la percusion que recibira
este cuerpo, por efecto del choque, no producird ninguna reac-
cion sobre OX, puesto que el cuerpo, sometido a esta percusion,
tiende a jirar al.rededor de OX como si la ligazon no existiera.

La distancia OF del eje de rotacion al cuerpo de masa s es
entdnces igual a

o

at ——
a
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Es la lonjitud del péndulo simpie isécrono del péndulo com-
puesto formado por el sistema 47 + 2, mévil al rededor de O.X.

El punto £ as{ definido por su distancia a OX se llama cen-
1o de percusion.

¥l péndulo balistico, como su nombre lo indica, es un apa-
rato que sirve para medir la velocidad de-los proyectiles. En el
problema” estudiado, el cuerpo de masa M es el pénduloiel
cuerpo mdvil de masa m, el proyectil. Se trata de determinar
esperimentalmente su velocidad 7 dntes del choque.

El eje de rotacion del péndulo balistico es constituido por
dos cuchillos que descansan sobre un plano horizontal; para que
estos cuchillos no reciban reacciones durante el choque, se llenan
las condiciones establecidas mas arribs, es decir: se da al pén-
dulo una forma simétrica respecto del plano vertical, perpendi-
cular a OX i que pasa por el centro de gravedad C ademas se
lanza el proyectil segun la recta AB, perpendicular al plano
COX, de tal manera que 45 encuentre este plano en el centro
de percusion.

Sea entdnces w la velocidad angular del péndulo, despues del
choque, se tiene, segun (1)

v a

Ty KT
Luego

M4m  K*
<2> V= === ———n
77 «

Basta pues conocer w para determinar v.

Sea /la lonjitud del péndulo simple isécrono del péndulo ba-
listico 1 § eldngulo que hace la recta OC con la vertical a cierto
momento ¢, este dngulo es determinado por la ecuacion dife-
rencial ' ’

420

+-£p=0
A / -

Tuego si se pone

'

‘\’Qq
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w
3
(33

|
|

Se tendrd

0= cos ur+ B sen ut

‘Las constantes /4 i 5 se determinan por la condicion que, en

= w;estas condiciones dan

el momento 7=0, se tenga =01 —2—
2

Ad=0 F= il
Luego
8= Y sen ul
M

40
—— =w CoS ul

at

Sea ahora 6, la amplitud méxima de la primera oscilacion

del péndulo; cuando 6=0,, la velocidadﬁ 2s nula, luego

dat
ui= ;;'——; de ahf se deduce

Reemplacemos w por su valor'en la férmula (2) tendremos

oo Mrm K [E
= 7 [e]

1L a

Sea

M4m K g
el S (F- S
m a N/
C es una constante i su valor puede determinarse ficilmente;
M+
en efecto, la razon o puede reemplazarse por la razon
.

;Dg—’i-, en la cual P ip son los pesos conocidos del péndulo i

TOMO XCVII 35
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del proyectil; /es la lonjitud del péndulo simple, isécrono del
péndulo compuesto, su valor se obtendrd si se hace oscilar
el péndulo balistico i si se determina la duracion 7 de sus osci-
laciones, se tiene entdnces

) 7
"Ny

La razon —— es la distancia % del centro de gravedad al eje
a

de suspension; se la puede medir directamente; finalmente el
angulo 6, se determina directamente por la observacion,
En resimen se tiene

N V=22 T
(3) 4
( U:CGO

Segundo caso.—Choque de dos silidos invariables

Resolveremos el siguiente problema: dos esferas homoséneas
i perfectamente eldsticas de masas M 1 m, chocan una con otra;
determinar su movimiento despues del chogue.

Podemos, desde luego, saponer que el centro de la esfera 4/
estd en reposo, dntes del choque; sea entdnces v la velocidad del
centro de la esfera 2, en el momento en que viene a chocar con
M. La percusion X que cada esfera recibird de la otra serd di-
rijida segun la linea de los centros; luego si, dntes del choque,
las dos esferas son animadas de movimiento de rotacion, al re-
dedor de sus centros respectivos, estos movimientos de rotacisn
no seran alterados despues del choque; se puede, pues, prescin.
dir de ellos.

Despues del choque, las cantidades de movimiento de la es-
fera M se compondrdn en una resultante de traslacion igual a
X; sea por consiguiente [/ la velocidad de su centro se tendrd

(1) MW=X
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Sea tambien w la velocidad del centro de la esfera # despues
del.choque; la cantidad de movimiento resuitante mw serd la
resultante jeométrica de mv i de — X, luego

(3 muw=mv—_Y

Para determinar X sc aplicara el principio de la conservacion
de la enerjia: la enerjia.cinética de cada esfera es la suma de
su enerjia cinética de traslacion i de su enerjia cinética de rota-
cion, como esta dltima no sufre alteracion, 4ntes i despues del
choque, se puede como mas arriba prescindir de eila.

Antes del chogue la
‘enerjia cinética total de las
dos esferas era

I
— MU=
el

i, despues del choque

1 ro I .
— MW mw*
2 2

Luego, segun el princi-
pio de la conservacion de la enerjia

(6) M W2y mw? =mv?

Sea (fig. 25) a el dngulo de incidencia, es decir el dngulo que
hace la velocidad © con la linea de los centros, en ¢l momento
del choque, se deduce de la férmula (3)

miw =mtot+ X —2 wmy X cos a

Por consiguiente

~2

wmw?* =mot+———2Xcosa

C oo
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La férmula (6) se trasforma entdnces en ia siguiente

A X®

S A Sp— 2v X cos q=1mv*
M I

De ahi se deduce

- 2
XN=—"F——vcosa
M+ m ]

Sea 8 el dngulo de la velocidad 2 con la percusion que reci-
be la esfera w, 8 serd el dngulo de reflexion; la ecuacion (3) es
equivalente a las dos siguientes

v cos a+mw cos S=1X

mv sen a+mw sen S=0

Tendremos finalmente si se reemplaza X por su valor

! 2 m

! W=—-"-""— vcos «a
\ : M+m
; -
) ) W cos B= ——"— v cOS
‘ M+m

wsen B=v sen g

Estas férmulas resuelven completamente el problema, pues la
velocidad 17 de la esfera 47 es dirijida segun la linea de los
centrds i su magnitud es dada por las formulas (7); las mismas
férmulas dan la magnitud i la direccion de la velocidad .

Si la masa M es infinitamente grande respecto de m, las for-
mulas (7) se reducen a las siguientes

W=o
w cos B=v cos a
wsen S=v sen a
Luego, la esfera 4 queda al reposo i la velocidad w de la esfera

m conserva el valor primitivo v; ademas el dngulo de inciden-
cia es igual al dngulo de reflexion.
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St las masas M ¢ m son iguales, las férmulas (7) dan
W=vcos a
wecos =0

wsen B=v sen a

La segunda férmula indica que el dngulo 8 es igual a go°,
luego las velocidades de los centros de las dos esferas son per-
pendiculares entre si despues del choque; se tiene en seguida

W=wvcos «a

W=7 SCn «

Luego la velocidad de cada esfera es la proyeccion sobre su
direccion misma de la velocidad inicial v de la esfera mévil.

VARIACION DE LA EﬁEI(jI'A CINETICA DE LOS CUERPOS
DURANTE EL CHOQUE

La enerjia total de un cuerpoes la suma de su enerjia poten-
cial interior i de su enerjia cinética; esta dltima es la suma de
las enerjfas cinéticas de todos sus puntos.

Segun el principio de la conservacion de la enerjia, cuando
varios cuerpos chocan unos con, otros, las enerjias potenciales i
cinéticas se trasforman, en parte, unas en otras i se reparten
entre los diferentes cuerpos, de tal manera, que la suma total de
las enerjias potenciales i cinéticas de todoslos cuerpos conserve
el mismo valor, dntes 1 despues del choque.

Sin embargo, para deducir de este principio una relacion en-
tre las velocidades de los puntos de los diferentes cuerpos, es
necesario saber cual es la variacion que ha sufrido, durante el
choque, la enerjia potencial de cada uno de ellos.

Se dice jeneralmente que una parte de la fuerza viva de los
cuerpos se pierde durante el choque, sin embargo es ficil de ver
que lo contrario puede suceder cuando el choque determina una
variacion de la enerjfa potencial.

Sea, por ejemplo, un cuerpo eldstico 4, al reposo, i suponga-
mos que dos de sus puntos £, # esten ligados por un resorte
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sometido a una tension mui grande; otro cuerpo B en movi-
miento choca con el cuerpo 1 iel chogue se produce de tal
manera que la parte A/ del cuerpo B corte el resorte; se com-
prende mui ficilmente que la rup-

v tura del resorte determinard un

Fig. 25 movimiento de las estremidades £

1 /" del cuerpo A; ia parte & cho-
card con B idard al cuerpo B cierta
percusion; el cuerpo 4, por su par-
te, recibird una percusion igual i de
signo contrario i las fuerzas vivas
de los cuerpos tendran, despues del
choque, una suma mayor a la que

tenia dntes.
En este caso, una parte de la
cnerjia potencial del cuerpo 4 se
ha trasformado en enerjia cinética i ésta Gltima se ha agregado
a la que tenian los cuerpos dntes del choque.

Enerjia cinética sélida

Cuando un cuerpo se mueve en el espacio, las cantidades de
movimiento de todos sus puntos, en un momento £ son equiva-
lentes a una resultante de traslacion &, aplicada en el centro
de gravedad i a un par resultante de eje . Si en el momento
Z, el cuerpo estuviera solidificado, los dos vectores R i & basta-
tarian para detcrminar completamente el movimiento elemental
del sélido invariable en este momento; la enerjia cinética de
este sélido hipotético, en el momento # se llama entdnces ener-
jia cinética sélida del cuerpo considerado.

Sea 2 la masa de uno de los puntos del cuerpo, v su veloci-
dad en el momento # i 7. la velocidad del mismo punto si, cn
el momento £, el cuerpo estuviera solidificado; sea tambien

v=u+u

# es la velocidad relativa de! punto considerado, respecto del
sélido invariable hipotético,
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De la férmula precedente se deduce
p

=07+ u+2 v 1 cos (v, u)

o

(8) Smot=3 mv2+ 3w+ 2 X omu, u cos (v, #2)

El Gltimo término del segundo miembro es nulo; en efecto,
cuando un sélido invariable es sometido a un sistema de fuer-
zas en equilibrio, la suma de los trabajos de estas fuerzas, ce-
rrespondientes a un sistema cualquiera de cambios de lugar
virtuales compatibles con las ligazones, es nula.

En el caso actual, los vectores #2 « forman un sistema de vec-
tores en equilibrio, porque los dos vectores mv i my, son equi-
valentes; demos al cuerpo solidificado un cambio de lugar vir-
tual, en el cual cada punto describe un camino virtual v §¢; el
sistema de cstos cambios de lugar serd compatible con las liga-
gazones del sélido invariable correspondiente, luego

S muv, bt cos (v, u)=0

I como ¢z es arbitrario i comun para todos los puntos

3 sz u v, cos (v, 1)=0

Se tiene por consiguiente, segun (8)

Smet =Y mu.t+ Smut

. 1 ~ a . « . . .
La espresion - = mu? se Hama enerjia cindtica interior.

Llegamos pues a este teorema fundamental:

La enerjin cinética de un cuerpo es la suma de su enevjia ciné-
tica solide § de su enervjia cinética interior.

Cuando varios cuerpos chocan, unos con otros, se puede con-
siderar el conjunto de estos cuerpos como un solo sistema ma-
terial; durante el choque, se desprecian las fuerzas esteriores i
los cambios de lugar relativos de los cuerpos, luego la enerjia
cinética sélida de este sistcma queda la misma, dntes 1 despues
del choque. Segun el principio de la conservacion de la enerjia
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la suma de la enerjia potencial interior i de la enerjia cinética
interior del sistema material considerado deberd por consiguien-
te tambien quedar la misma, dntes i despues del choque.

Supongamos que, despues del chogue, los cuerpos queden li-
gados unos a otros, como en el péndulo balistico; la enerjia ci-
nética interior del sistema habrd desaparecido, luego se habra
producido una cantidad igual dc enerjia potencial interior.

Esta enerjla potencial interior podra manifestarse sea como
enerjia de resorte o como enerjia calovifica, segun los casos.

Asi, por ejemplo, cuando un proyectil penetra en un cuerpo
de masa mui grande al reposo, la enerjia cinética del proyectil
se trasforma en enerjia calorifica i el calor desarroliado es sufi-
ciente para fundir a veces el proyectil.

Estos resultados constituyen, bajo una forma distinta, el grin-
cipio de Carnot.

Cuando, por medio del choque, se quiere producir un trabajo
mecdnico, se debe evitar la pérdida de enerjfa cinética interior
durante el choque, pues esta tltima no produce trabajo mecd-
nico sino que deforma los cuerpos que chocan i se trasforma al
mismo tiempo en enerjia calorffica.

Aplicacion al hundimiento de los pilotes

Para hacer penetrar un pilote en el suelo, se deja caer sobre
él, desde una altura /7, un peso P. Al chocar el pilote, el peso
P ha adquirido cierta velocidad v 1 se tiene

(9) v=u/28H

Sea p el peso del pilote; despues del choque, el sistema de
los dos cuerpos £ i g se mueve como un so6 1do invariable dnico,
i con una velocidad w tal que

(10) (P+p) w=Pv

La enerjfa cinética del sistema £+ 2, era igual dntes del cho-
que, a
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i, despues del choque, a

Luego la pérdida de enerjia cinética durante el chogque es

PH-PH L _puy_?
F+p P+p
Se ve ya que habrd siempre ventaja a elejir 2 mui grande
respecto de p para disminuir la pérdida de enerjia cinética -du-
rante el choque. Del mismo modo hay siempre ventaja en elejir
un martilio pesado para evitar la deformacion de los clavos.

En restmen, el trabajo disponible es PH i este tra-

Pty
bajo es empleado a hundir e] pilote de cierta cantidad 4.

Deterininacion del peso copaz de producir, sin choque, el misno

hundimiento del pilote

No se trata aquf de medir la fuerza del choque, porque, como
se ha esplicado mas arriba, el choque debe ser considerado co-
mo una percusion, es decir, gomo una im‘pulsion de fuerza infi-
nita que obra durante un tiempo infinitamente pequeiio.

Una vez el choque producido, el sistema, formado por el peso
P i el pilote, toma cierta velocidad de traslacion w i esta velo-
cidad es anulada por la resistencia del suelo. Se comprende que
se pueda medir aproximativamente esta resistencia, si se cono-
ce el hundimiento /% del pilote.

Eslo que haremos en primer lugar: durante el tiempo que
demora el pilote para bajar de la cantidad 4, se puede consi-
derar la resistencia X al hundimiento como constante; el mo-
vimiento del pilote ¢s entdnces uniformemente variado. Sea y
la acelaracion de este movimiento, + la duracion de la bajada; w
la velocidad inicial; se tendrd

wW—yrTr=0

Jo=

oy

1 p]
— —
2 v Y
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v , luego

S

L. , . P
La masa del sistema modvil es <

P Pip
+7 y= V2

g '’ g 2/

R=

Sea, por otra parte, / la alturade caida del peso P;ze tiene,
segun (9) i (10)
w:»———~ NegH

P+P

Luego
Pt+p H
(II) - R=P '*"15-- ‘—;l
La férmula (11) podia obtenerse de otra manera; en efecto
despues del choque, el trabajo disponible es

PH“]‘:‘,‘JTP"

Este trabajo es tambien igual a R/, luego

P

Se obtiene asi el mismo valor de R.

Ahora, para que un peso Po, colocado sin velocidad inicial
sobre la cabeza del pilote, lo haga descender, es evidente que
P, debe ser mayor que R; busquemos cud! es entdnces el tiem-

po de la bajada. :
El sistema movil tiene ahora una masa igual a — +2

o

Ja
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fuerza que lo hace bajar es Po+p— X, luego la acceleracion +/
del movimiento de bajada es

a,! Pn.}.v:&a / R _‘
= "rerzr S\ ng)é’

Sea +' el tiempo necesario para que el pilote baje de una can-
idad 4, se tendrd

™~

e 2/ 24 1
T ==
v g I K____
P+

Si Po-+p estuviera igual a & el valor de +/ seria infinito; en
este caso en efecto el pilote quedaria en equilibrio; 7' disminu-
ye a medida que £, aumenta 1 el minimo +/,, corresponde al
caso de P, infinito; en este caso

Se ve que 7/, es el tiempo necesario para que un cuerpo pe-
sado caiga de la altura /; miéntras tanto, en el caso del choque:
el tiempo de la bajada es |

(12) e 2
- v g \ P

\ /

/_m- \)'.! /l
H

Aplicacion numérica

Se deja caer un peso P =200 kildgramos, desde una altura
H =12 metros, sobre la cabeza de un pilote que pesa p= 100
kildgramos; determinar la resistencia R del suelo a la penetra-
cion i el tiempo que demora el pilote para bajar.

La férmula (11) da inmediatamente, para la resistencia &,

200 iz i
R=200x—= X -——=8,000 kildgramos
oo} 0,2
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La férmula (12) da ahora

, 2X0.2 / 300 %02
T = — ~— } ———=0,0015
9,8 200 ) 12
T=0%04

- Miéntras tanto la duracion minima de la bajada, en el caso
de un peso P, colocado sin velocidad inicial, seria

’
'm =02
Es cinco veces mayor gue T.
A. OBRECHT.

{ Continuard)




