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PRIMERA PARTE

DEL PUONTO MATERIATL

CAPITULO VII

MOVIMIENTQ DE UN PUNTO MATERIAL SOMETIDQ A LIGAZONES

Se dice, en jeneral, que un punto material es sometido a li-
gazones cuando su movimiento, en el espacio, no obedece libre-
mente a la accion de las fuerzas.

Se concibe que el efecto de estas ligazones serd equivalente,
a cada instante, a la accion de cierta fuerza, llamada fuwerza de
ligazon. Esta serd determinada por la condicion que el punto
mdovil, sometido a la accion de la fuerza de ligazon i de las
fuerzas que obran directamente sobre él, tome un movimiento
compatible con la ligazon considerada.

Las ligazones pueden espresarse analiticamente por medio
de ciertas ecuaciones de condicion entre las coordenadas del

punto mévil. Las mas sencillas son las que no contienen espli~
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citamente el tiempo; el ndmero de éstas debe ser entdénces me-
nor que tres, puesto que tres ecuaciones, entre las tres coorde-
nadas de un punto, fijan completamente su posicion en el es—
pacio.

Dos ecuaciones de condicion, en las cuales el tiempo no fi-
gura esplicitamente, fijan la trayectoria del punto i una sola in~
dica que el punto debe moverse sobre una superficie determi-
nada.

Estudiaremos estos dos casos.

Sean: m la masa del punto material; 7 la fuerza que, en el
momento #, obra directamente sobre él i /) la fuerza que, en
este momento, representa el efecto de las ligazones; x, 7, z las
coordenadas del punto respecto a un sistema fijo de tres ejes
rectangulares; X, ¥, Z las tres proyeccionesde 1 X, V| Z
las de #, Las coordenadas del punto deben satisfacer a las
ecuaciones

d*x
[ =&
(1) B e ‘éfiz Y+ Y,
2 ii‘—f=Z+Zl ’

\ dar

v

Son tres ecuaciones entre seis incégnitas: las tres coordena-
das z, 7, z 1 las tres proyecciones X; Y, Z; de la fuerza de
ligazon.

1. S7 el punto material debe moverse sobre una curva determi-
nada, sus tres coordenadas satisfacen a dos ecuaciones de con-
dicion; éstas, con las ecuaciones (1), forman un sistema de
cinco ecuaciones entre seis incégnitas; falta por consiguiente
una sola ecuacion para guc ¢l problema pueda resolverse. Se
admite enténces que la fuerza de ligazon /' es normal ala
curva que debe describir el punto i se obtiene asi la sexta ecua-
cion. g

11. 57 el punto material debe moverse sobre una superficie de-
lerminada, sus tres coordenadas satisfacen a una ecuacion de
condicion; éstai las ecuaciones (1) forman enténces un sis-
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tema de cuatro ecuaciones entre seis incognitas; para obtener
dos nuevas ecuaciones se admite que la fuerza de ligazon /| es
sormal a la superficie sobre la cual se mueve el punto; se ve
que esta condicion equivale precisamente a dos ecuaciones.

En restimen, en los dos casos, el problema es enteramente de-
finido. Por lo demas, las hipdtesis hechas, sobre la direccion de
la fuerza de ligazon, son conformes con la observacion, cuando
se desprecia el rozamiento del punto sobre la curva o la super-
ficie.

Si un punto material, mévil sobre una curva o una superficie,
estd sometido solo a la fuerza de ligazon correspondiente, su
enerjia cinética queda constante, puesto que la fuerza de ligazon
no trabaja durante el movimiento del punto; luego la velocidad
del punto queda constante; este resultado es efectivamente
conforme con la observacion.

DETERMINACION DE LA FUERZA DE LIGAZON EN EL CASO
DEL MOVIMIENTO SOBRE UNA CURVA

Trasformaremos las ecuaciones (1); sea v la velocidad del
punto, en el momento ¢ i s el camino recorrido sobre la curva
en el mismo momento; este camino se cuenta desde cierto
punto fijo de la curva; se tiene

dx o dx
dr s
deg{___g_tz’z:c_ dv ﬁ’{
it =0 s T dE as

Por consiguniente, segun (1)

/ L d*x dv  dx
ot g + m 7 },S—-—X—i—Xg
, 2y dv dy
(2) mny TZ'_)‘Z + 77 —[—/;~ —[s‘— Y+ Y;
. A2z dv dz
i Mt + = »E—Z—f—Z;
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Elejimos ahora los ejes de tal manera que OX tenga la di-
reccion i el sentido de la velocidad v i OV la direccion i el sen-
tido del vector que une el punto mévil con el centro de curva-
tura de la trayectoria.

Sea p el radio de curvatura de la trayectoria, se tendra

a',{ . d*z -0
s dst
iiji_o d*y 1
ds = ds* T p
dz o az o
ds ds*

1Y} = 0

Luego las férmulas (2) se reducen a los siguientes

d(l ’*—JY
®) = Y+ 7,
( P
\ O = /+21

La primera de estas ecuaciones fija el movimiento del punto
sobre su trayectoria. Esta ecuacion podia escribirse de ante-
mano; en efecto, el punto material puede ser considerado como -
si estuviera libre 1 sometido a la accion de las fuerzas simul-
tdneas /1 F; sea a el dngulo de 7 con la velocidad. La pro-
yeccion de la resultante de 7 i /| sobre la tanjente a la tra-
yectoria es igual a F cos «, puesto que &, es normal a la
velocidad; por consiguiente, la fuerza tanjencial tiene por me-
dida # cos a 1 se tiene

el
m -l%: 7 cos a

B . . ~
Es precisamente la primera de las ecuaciones (3).

La fuerza de ligazon 7, es enteramente determinada; en
efecto su proyeccion X'| sobre la direccion de la tanjente es
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nula i las otras dos proyecciones V| Z; sobre la normal prin-
cipal i la binormal son determinadas por las dos ultimas ecua-
ciones (3).

Sea F, la reaccion del punto material sobre la curva, esta es
igual i de sentido opuesto a #; , de suerte quesi X, ¥V, 2,
son sus tres proyecciones sobre los ejes considerados mas arriba,
se tiene

[ X: =0

@ .
, p
\Ze =2

14
DETERMINACION DE LA FUERZA DE LIGAZON EN EL CASO
DEL MOVIMIENTO SOBRE UNA SUPERFICIE

Supondremos ahora que el eje OX sea dirijido, como mas
arriba, en la direccion i en el sentido de la velocidad, eleje OV
en el plano tanjente a la superficie i el eje 0.2 segun la normal
en el sentido del vector que une el punto moévil con el centro
de curvatura de la seccion normal X'0OZ. Sea p el radio de cur-
vatura de la trayectoria; R el radio de curvatura de la seccion
normal XOZ; v el angulo del plano osculador de la trayectoria
con la normal a la superficie, se tiene

p=Rcosy
dx AL -
o T =0 &1 =0
dy d?y seny tgy
Z2 et ety SN
% drz_cosy 1
ds ds*” p R
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Las ecuaciones (2) dan entdnces

'/ m%:X
gy <
omw® 2 =Y
(5) "R
mu* -
gz,

Ias dos primeras ecuaciones determinan el movimiento del
punto i la tercera da el valor de la ligazon, pues las dos compo-
nentes X ; , YV son nulas.

Si la componente Y de la fuerza que obra directamente sobre
¢! punto es nula, el dngulo v queda nulo i, por consiguiente, la
trayectoria es una /fnea_jeodésica de la superficie.

Sea todavia F, la reaccion del punto sobre la superficie; las
tres componentes, segun los ejes clejidos, serdn

Y.

(6) 3 ‘
\

Si el punto se mueve sobre un plano, K es infinito i

zZ =z

PENDULO SIMPLE

El péndulo simple se compone de un punto material pesado:
suspendido a la estremidad de un hilo, cuya otra estremidad
es fija. Se supone el hilo inestensible i se desprecia su pesc.

TEOREMA.~—S7, @ un inomento dado, la velocidad del punio es
contenida en el plano vertical que pasa por el hile, el movimienio
del punto se efectiia indefinidamente en el mismo plano vertical.

En efecto, en el momento considerado, la fuerza que obra
sobre el punto material es la resultante del peso del punto i de
la accion del hilo, luego esta fuerza esta contenida en el plano
vertical que contiene la velocidad; la velocidad, en el momento
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infinitamente préximo, estara, por consiguiente, contenidi en el
ismo plano i asi en seguida. .o que demuestra el teorema.
De ahi se deduce que si, a un momento dado, la velocidad
-del punto material es nula, su movimiento se efectda forzosa-
mente en el plano vertical que, en este momento, pasa por la
-direccion del hilo. Tambien se .deduce que si, a un momento
-dado, el punte mdvil se encuentra sobre la vertical del punto
«de suspension, el movimiento se efectia en el plano vertical
-que, en este momento, pasa por la direccion de la velocidad.
Estudiaremos primero el caso sencillo del movimiento plano.
E!l punto material movil M (fig. 20) describe entdnces una cir-
~cunferencia i su movimiento satisface a la ecuacion

v
- = cos a »

dt

n

Sea / la lonjitud del péndulo, 6 el dngulo del hilo con la ver-
-tical en el momento 7, se tiene
0 Fig 21

F=mg

cos g==sen @

| U= — lgg—-
Tuego
—wil % =zg sen
O bien
{7) (f;? +£/sen f8=o0

Esta ecnacion diferencial espresa 6 en funcion de ¢ i, por con=
siguiente, define el movimiento del péndulo. Para hacer la inte-

JO
gracion multipliquemos por %,i pongamos
8) - £ =K=
®) K
tendremos
%0 d6+K2 negp_z
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Por consiguiente

%(%?\)_ — K ? cos §=const.

Supongamos que, en el momento inicial, la estremidad del
péndulo estaba en A, sin velocidad inicial, i que 8, es el dngulo-

) . : al . .
de OA con la vertical; en este momento »;,? es nulo i se tiene:

— K* cos 0,=const.

Luego

/dON\: .,
K-E> =2 K* (cos §—cos _60)

Esta férmula muestra ya que cos 8-—cos 8, debe quedar po--
sitivo; por consiguiente, el péndulo debe oscilar entre la posi-
cion inicial 04 i la posicion simétrica OB; la velocidad def.
punto material es nula en 4, pasa por un mdximo en el punto
C, situado sobre la vertical del punto de suspension i disminuye.
en seguida hicia cero en el punto B, simétrico de A.

De ia ecuacion precedente se deduce ahora

46
/2 (cos B~cos B,)

Kdt=

I por consiguiente

(9) K¢+Const.=] —— —[.)'_70_..:_;‘_
~/2 (cos §—cos §,)

El segundo miembro es una funcion eliptica.

Supongamos que el dngulo 6, sea pequefio i despreciemos:

03, se deberd tambien despreciar 82 que es mas pequefio; en—

ténces se podrd reemplazar 2 (cos 8—cos 8,) por 8,2 —6% i se =
tendra

iar A3
13

0
NOE— g8 \/:(g ) b0

P d("@?‘)
Kt+Const.=f___§..~_= LA
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O bien
f=0, cos (K 7+ Const.)

Si se cuenta el tiempo desde el momento en que 6=46, la
constante de integracion es nula, i se tiene simplemente

9=0,cos K¢

Ia duracion 7" de una oscilacion es el tiempo que emplea el
péndulo para pasar de la posicion inicial 04 a la posicion si-
métrica U4, en la cual §= —6,; por consiguiente 7" serd deter-
minado por la ecuacion

“90=9°COSKT
O bien
cos KI=—1

KT=q

Si se reemplaza X por su valor (8) se tiene

(10) T=7r/\/%

Este resultado es solo aproximado puesto que hemos despre-
ciado 63.

DETERMINACION DEL VALOR EXACTO DE 7.

cular el valor exacto de 7 volvemos a la ecuacion

(9); si, en el segundo miembro, § varia desde 6o hasta cero el
. . ‘. KT

valor absoluto de la integral definida serd igual a —-— por con-

siguiente

6, - 46

o ~/2(cos 8—cos 6,)

KT=2
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Para calcular la integral definida emplearemos un desarroll
en serie, se puede escribir

G, 40 -

[ 6 .6
s¢en ¥ — —5en - —
A 2 2

Sea
6 0,
sen — =xsen —>
2 2
Se tendra
1 dx
-KT: PRy “ 2 2 90
NASES 1—z% sen? —>
o/ o 2
Para simplificar, pondremos
, Bo
sen?——=¢
2
Entodnces
I -3 1 1.3
*“:—““::—*'——*——(I—E‘r) T=14+—c¢ ",’L"—l"...-
J 22 Do 2 >4
1—x%sen® —
2
1.3 5.... (27 —1)
I T S poven el A ek DU
+ 2.4.6.... (2n ¢ +
Sustituyendo este desarrollo en la integral definida se ob-
tiene
I
1.3.5.... (2 —1 /2
(1) KT=pzl3feCrmy) o [0 2
2.4.0.... 272 o JI 2
En el Zratado de Cdleulo Infinitesimal (1), se han establecido
las férmulas
I, = i d;r

Ji —x*
mly =(m—=1)In, =27 J1—27

(1) Primera parte, paj. 37.
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En el caso actual, podremos escribir

I amgy
_/'zn ZJ ’_:
o Ji—zx*

27 fon :(2'”_“ I)]zn—~2

Esta dltima férmula da finalmente

_ L35 (2m—1)
S = 2.4.6.... 21 o

I, como

se tiene

(I #dr  1.3.5.(2n—1) 7
I 2 2.4.6.... 27 2

40

La férmula (11) se trasforma, entdnces, en la siguiente

KT =S [Eﬁ.ﬁ’iﬂ] : a

2.46... 2n

I el valor exacto de 7 es

T N B (13
T:ﬂ'/\/—g {I’}‘(\*Z*/) sen~ ‘2_‘+ (‘2'——;) SEU“—E-' + ..
I

Se ve que el tiempo de la oscilacion depende del angulo 6, i
aumenta a medida que 8 aumenta.
Si se desprecia 6,*, se obtiene la férmula conocida

o 7"( 0o
T—”»\/? \’+3€>
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TENSION DEL HILO

La tension del hilo es la reaccion -del punto material sobre ef.
hilo, su direccion es evidentemente la del hilo; sea &V su magni-
tud, contada en el sentido que va desde el punto de suspension.
hécia el punto material. El valor de IV se deducird de las fér-
mulas (4); en éstas Z, es nulo e ¥, es la proyeccion de la re-
accion sobre un eje perpendicular a la velocidad; ademas este eje:
de proyeccion es dirijido hécia el centro de curvatura de la tra-
yectoria, luego

N=—-7Y,

En las mismas formulas (4), ¥ es la proyeccion de mg sobre
el eje considerado mas arriba, luego

V= --mg cos 8§

Por fin, el radio de curvatura p es igual a /, luego

1mv?
N=umgcos 8 +—

Se ve que la tension /V va aumentando a medida que el hilo
se aproxima de la vertical.

PENDULO CICLOIDAL

El estudio del péndulo simple nos ha mostrado que el tiempo
de la oscilacion o de la media oscilacion, es decir, el tiempo que
demora el movil para ir sin velocidad inicial desde A4 hécia C
(fig. 21) depende del dngulo 8o, es decir, de la lonjitud del
arco 4C.

Se puede buscar cudl es la forma de la curva plana AC, tal
que un punto pesado, mévil sobre esta curva, emplee siempre
el mismo tiempo para ir, sin velocidad inicial, desde un punto
cualquiera 3 de la curva hdcia el punto .

Tomemos como orijen (fig, 22) el punto C i sea CX un eje ho-
rizontal, situado en el planc de la curva buscada; cuando el



MECANICA RACIONAL 433

punto mévil habrd venido en cierto punto de ordenada y su ve-
locidad serd tal que

v =2g (h—y)

<s una consecuencia directa del tecrema de la fuerza viva. De
aqui se deduce, si s es el arco contado desde el orijen

ds T —
r7uin N 2g (h~7)

Luego el tiempo 7 que demora el mdvil para ir desde 4
hasta Ces

s _[PO ds
y=b NS22 (k=)
Sea
s=¢ ()

la ecuacion de la curva buscada, tendremos

L S Y ACOT
Naglo =y

Pongamos

y=hu
Entdnces

_ 1 I ¢’(/m),_/_/z—; du
Vil vitiow

La integral definida debe ser independiente de /; como los
limites no dependen de % se ve que el producto

A COIN

-debe ser independiente de % o, lo que es lo mismo

o NSy

z
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debe ser independiente de #, luego sc debe tener

¢ )Ny =K
K
¢ ()= —
N
I por consiguiente
¢ N=s=2K /7y

Asf la ecuacion de la curva buscada es

s=2K./y

es una cicloide tanjente en C al eje CX (1).

Para hacer describir una cicloide al punto material pesado 47,
se considera una cicloide fija 4OF a base horizontal (fig. 22) 1

X

apoya siempre sobre la cicloide 4O0B.

un hilo inestensi-
ble, fijado en el
punto de retroce-
so O; el punto
material M es
suspendido a la
estremidad de es-
te hilo, a una dis-
tancia de O igual
ados veces el did-
metro del circulo
jenerador; este
punto describe
una cicloide si,
durante el movi-

miento, el hilo se

Sea, en efecto, £ el punto de contacto del hilo con la cicloi-
de i » el radio del circulo jenerador; el arco AEQ tiene una
lonjitud igual a 4 7, es decir, la misma lonjitud que el hilo, luego
la parte recta EA/ tiene la misma lonjitud que el arco AE.

{1) Tratado de cilculo infinilesimal. Primera parte, p3j. 671 68.
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Sea H el centro del circulo jenerador que pasa por £ 1« el
dngulo de AE con la vertical, se sabe que el arco 4A£ tiene por

lonjitud 4 # cos > (1). Por otra parte, la tanjente en Z a la ci-

cloide pasa por el punto D, estremidad del didmetro vertical
del circulo jenerador i sc tiene; en la figura 22

ED=z2ycos i:-

Asl ED es igual a la mitad del arco 4 £ o a la mitad de EM.
Sea A’ el centro de un circulo, simétrico del primero respecto
al punto D, el punto A/ estard sobre la circunferencia de este
circulo i el arco M D es igual a AD, como se verifica directa-
mente sobre la figura. Luego el punto A7 describe una cicloide
igual a la primera,

La idea del péndulo cxclomal es debida a Huygens, pero la
dificultad de su construccion no permite usarlo en la practica.

PENDULO CONICO

Cuando la velocidad inicial de la estremidad del péndulo
simple tiene una direccion cualquiera, no situada en el plano
vertical del hilo, el movimiento del péndulo no se efectda en
un plano vertical i el hilo describe un cono.

Consideremos un sistema fijo de tres ejes rectangulares; ele-
jimos el orfjen en ¢l punto de suspension del péndulo i el eje
OZ vertical i dirijido hacia abajo; sean «, ¥, # las coordenadas
de la estremidad mdvil, 1 V la tension del hilo; se tendrdn las
siguientes ecuaciones

/ i x
‘\ e zz,}—r——- NT
i 2 y
(12) ) 7 r%.—_-—N%
'\ m i;i =—N"tmg

(13) Ptyihst=l

(1) Zratado de cileulo infinitesimal. Primera parte, paj 67.1 68. -
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Son cuatro ecuaciones entre las cuatro incdgnitas z, 3, z, V.
De las tres primeras sc deducen las siguientes

dy d*x
T a4 =°
dx d*x dy dp | dsz d°s dz

dr AT dr A T dr aE T far

A - - . - .
Estas se integran inmediatamente i se tiene

dy dx
ST =¢

(14) N [ ay
() (&) (&) oee

La primera de las ecuaciones (14) muestra que la proyeccion,
sobre el plano horizontal X0V, del édrea descrita por el hilo
varia proporcionalmente al tiempo; este resultado podia pre-
veerse, puesto que la proyeccion de la fuerza sobre el plano
XOY pasa siempre por el punto 0.

La segunda ecuacien {14) es una consecuencia del teorema
de las fuerzas vivas; el primer miembro es; en efecto, igual al
cuadrado de la velocidad del mévil.

Las dos ecuaciones (14) i la ecuacion (13) forman un sistema
de tres ecuaciones entre las tres incégnitas z, 5, 2.

Sean § el dngulo del hilo con la vertical i ¢ ¢l dngulo del
plano vertical del hilo con el plano XYOZ, se tendrd

z=1/sen § cos ¢
y=Isen B sen ¢

z=/{cos O
I las ecuaciones (14) se trasforman en las siguientes

12 sen2 6 f;—zs—:: C
(15) . -
Zi%%) 42 56029(~5’é> =2¢/cos@+C’
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Son dos ecuaciones entre las incégnitas ¢ i §; la eliminacion
de ¢ esevidente i se obtiene finalmente una relacion en la cual
B se espresa bajo la forma de una funcion eliptica de £. Cono-
ciendo § en funcion de ¢ la primera de las ecuaciones (15) dara

el valor de ¢. En resimen el problema es resuelto teérica-
mente.

CONDICION PARA QUE EL PENDULO DESCRIBA UN CONO
DE REVOLUCION AL REDEDOR DE LA VERTICAL

Las ecuaciones (I15) muestran que, en este caso, el dngulo ¢
varia proporcionalmente al tiempo i que, por consiguiente, la
velocidad de!l punto material es constante. Esto se puede ave-
riguar con las férmulas (12); hagamos en ellas

X=7cos ¢
y==7sen ¢

i supongamos 7 i z constantes, enténces

dx __dp d'x _d%¢ [dp )\
dr T T A A T T e ’f\(z‘/
vy _ _ d¢ &y 22 dp \?
ar = Yar AT Tar TI\ar
/z’zh o fz":g -0

ar 7

Llevando estos valores en (12) se obtiene

—mzy “p o mx(-d_(ﬁ\‘: — N'—;

dar? dt |
L d AN
-+ X ET —_ 7}’2] 71,;/ = - '7
= — N—j— +wg

Las dos primeras dan
d*y [ de > N1
—— =0, ==
aet K

TOMO XCIV 31
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I la 4ltima
S A2
\ dt g‘;
Luego
/ ﬁ)" & __ &
\ £ 2z  [cos®

Tal es la condicion que debe llenar la velocidad angular

d¢
dt
El tlempo 7 de una revolucion completa serd en este caso.

Ty /\/7&@
&

CASO EN QUE LAS OSCILACIONES SON MUI PEQUENAS

ara que el péndulo déscriba un cono de revolucion.
P q P

En este caso, los coordenadas x e y son mui pequefias, res-
pectn a la lonjitud / del péndulo; despreciaremos los cuadrados.
de las cantidades E 7; cntonces, al mismo orden de aproxi-

macion, se deberd considerar z como una constante, iguala /

en efecto

2

T L 2
321\/1—j2 '--l—g'-*

La tercera de las ecuaciones (12) da enténces

N=mg

I las dos primeras

L
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Sea, como mas arriba,

1as soluciones de las dos ecuaciones diferenciales son

z=A cos Kt+B sen Kt
y=A" cos Kt+ B sen Kt
Estas dos ecuaciones dan la proyeccion, sobre el plano hori-

zontal X0V, del movimiento de la estremidad del péndulo. La
eliminacion de ¢ de la siguiente trayectoria

(Ay—A'z2)* +(By—B'z)* =(AB' - BA")*
Es la ecuacion de upa elipse referida a su centro.
Las coordenadas x, y vuelven periédicamente a tomar los

mismos valores cuando K7 varia de 2 7, luego si 7 es el tiempo
de una oscilacion completa, se tendrd

KT=2+

O bien

CAPITULO VIIX

DEL MOVIMIENTO RELATIVO. —APLICACION AL MOVIMIENTO DE LOS CUER~
POS A LA SUPERFICIE DE LA TIERRA,—PENDULO DE FOUCAULT

Cuando se refieren las posiciones sucesivas de un punto ma-
terial a un sistema de comparacion, mévil en el espacio, el mo-
vimiento del punto, respecto a este sistema, se llama mzovz-
miento relativo. Si el sistema de comparacion es animado de
una traslacion recta i uniforme, las fuerzas, ligadas a este sis-
tema, obran sobre el punto, como si el sistema de comparacion



440 MEMORIAS CIENTIFICAS I LITERARIAS

estuviera fijo en el espacio. Es un resultado de la observacion |
lo hemos admitido como principio fundamental.
No pasa lo mismo cuando el sistcema de comparacion es ani-

mado de un movimiento cualquiera. Para demostrario, conside-

fig 25

’ )HX\ /ﬂ

remos (fig.23) un
sistema fijo de
tres ejes rectan-
gulares O £ {1
otro sistemna moé-
vil CXYZ; sea
M la posicion del
punto material,
en el momento #;
& #, {sus coorde-
nadas respectoal
sistema fijo iz, 3,
z sus coordena-
das respecto al
sistema movil,
Sean tambien,
respecto al siste-
ma fijo a,a’ a" las
coordenadas del

punto C, orfjen del sistema de comparacion mévil; ¢, a” o” los
cosenos directores de CX; B8, 8,8 los de CY i+, y v" los
de CZ. Estas doce cantidades son variables con el tiempo i su
variacion define e! movimiento de arrastre del sistema de com-

paracion.

Sean ahora X, ¥, Z las proyecciones, sobre los ejes mdviles,
de la fuerza F que, en el momento ¢, obra sobre el punto /4.

La proyeccion de & sobre el eje fijo O serd

aX+BY+yZ

Respecto de este cje se tendrd, si 7 es la masa del punto M

9 &

(1) mE g X+R V4y Z

ar?



MECANICA RACIONAL 441

Ahora
f=a4ax+By+vys
d¢ _da | da  dB - dr ay ds

4aa a8 v
GG TE T Gt gyt Rty
&Bf_da  da | &8 dy
() p g T g Y g Y +
‘dr  da | dy 5 22z
2(5’7 ar T ar dt ‘_5’ +a a’t2 +6dt~’ T
oy

Si, en la ecuacion (1) se reemplaza - por su valor (2) se

da1?
obtiene una ecuacion en la cual figuran: las coordenadas relati-
vas r, y, #; las proyecciones de la fuerza sobre los ejes mdviles
i las doce cantidades que fijan la posicion del sistema de com-
paracion. Se obtendrian dos ecuaciones parecidas, respecto a
los dos otros ejes de coordenadas i el conjunto de las'tres ecua-
ciones permitiria calcular el movimiento relativo del punto.

El sistema fijo Of{ se ha elejido arbitrariamente; se puede
por consiguiente, suponer que su posicion se confunde con la
del sistema de comparacion, en el momento ¢ enténces

a=1I, B=0,y=0

Sea tambien

g —m <d‘-’l +x dl‘ a 6 +2z Q>=1Yar

dr® e g

\
R dr da | dy dS dy \
5—“’” <7i7 T d g a’t ar )=

(3

A

Tendremos, segun (1) i (2) i haciendo a=1, §=0, y=0

5

. d*x
~-X . —-X. —Lmdt——X

O bien

0

(4) m(i, =X+X .+ X,
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Respecto a los otros dos ejes tendriamos las ecuaciones and-
logas
( Vs Ve 4 Y.
(4) ? i

a7 '—‘77‘ ar —E—Zc

Los valoresde V., 2., Y., Z.se obtendrian por medio
de férmulas andlogas a (3).

Estas férmulas muestran que X,, i X . tienen las dimensio-
nes de una fuerza. Sea /., la fuerza que tiene por proyeccio-
nes X, , Vo, Za i £ la fuerza que tiene por proyecciones
X., Y., Z.lafuerza F,, se lama fuerza de inercia de arras-
tre 1 F . la fuersa centrifuga compuesta.

Segun las ecuaciones (4) el punto material, sometido ala -
fuerza £#, se mueve, respecto al sistema mévil, como si estu-
viera sometido ademas a las dos fuerzas /. 1 /.. Estas se
llaman, por esta razon, fuerzas aparentes.

Las ecuaciones (3) i las andlogas, respecto a los otros dos
ejes, muestran que las fuerzas aparentes son nulas cuando el
sistema de comparacion es animado de una traslac.on recta i
uniforme, lo que debia suceder, en efecto.

La fuerza centrifuga compuesta 7 es un indicio no depende
del movimiento del orfjen mdvil C, sino del movimiento de
rotacion de los ejes al rededor de €, considerado como fijo. De
suerte que si estos ejes conservan una direccion invariable, ¢s
decir si el movimiento de arrastre es una traslacion, la fuerza
centrifuga compuesta es nula i la fuerza de inercia de arrastre
se reduce a

A2

K = — 11—
a df’
< d2a’
Ve ==~ 5
- d2a"
Loy = —m PTE

La fuerza centrifuga compuesta /. es nula tambien segun
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(3) cuando el punto 47 esta en equilibrio relativo puesto que
te c dx dy ds s |
en este ¢aso ——, —, —~ son nulos.
. dt’ dt’ dt
EL MOVIMIENTO DE ARRASTRE ES UNA ROTACION DE VELOCI-
DAD ANGULAR CONSTANTE AL REDEDOR DE UN EJE FIJO.

Supondremos (fig. 16) que Of sea el eje fijo de rotacion, po-
dremos elejir el sistema de comparacion de tal manera que el
-orfjen C sea confundido con 01 CZ con O, sea entdnces ¢ cl
4ngulo que hacen, en el momento ¢ los planos {08 1 ZCX i
w la velocidad angular constante de rotacion, Tendremos en
-este caso

a=0 q=c0s¢ [=-—seng¢g y=0
a’=0 a'=sen¢ B'= cos¢ y'=o0
a"=0 o'=0 B'=o0 y'=1

Las derivadas de a4, & a”, o', B" ~' ~" seran nulas para
y ’ y ) ')") / _), I‘
todos los valores de ¢ i se tendrd ademas

bt td
%=—w sen ¢ (a’é = — COS P
da a6
g = Twcos ¢ T = —psen ¢
Y d3q 2 d*B 2
R COS ¢ T + w?sen ¢
OO S
e selj¢> ZE e COS ¢

Si, como mas arriba, se supone que, en el momento 2, los cjes
fijos coinciden con los ejes mdviles, el dngulo ¢ es nulo i se tiene
simplemente

da a8

G =
do’ df
Wrzw 7 =0
ad*a P &

P *a’zég =
d*d a8 ,
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Segun esto

Xy =mo’r X.= 2mw -

at

. dx
Ye=mo®y Y. :-—zmw-zz

Lo =0 Z. =0

Las ecuaciones del movimiento relativo son por consiguiente
segun (4)

/ d*x o a4y
L =X+Ti‘1w‘1+27‘72w7{7
) \ m-——*l{gy =Y+mo*y—2me —-
5, i P7E d
d*z
\ g =L

Si el punto material estd en equilibrio relativo, las coordena-
das z, y, # son constantes i las ecuaciones (5) dan

o=X+meix
o=V t+mw’y
o=2Z

Sea 7 la distancia de! punto al eje de rotacion, la fuerza que
tiene por proyecciones X, ¥, Z es dirijida normalmente desde
el punto hdcia el eje de rotacion i su intensidad es mw®7.

En su movimiento absoluto, el punto describe enténces una
circunferencia de radio » con un movimiento uniforme i se ve
que, para esto, es necesario que sea sometido a la fuerza 7 »*#

Este resultado podia deducirse de la consideracion de la
fuerza centripeta; en efecto, a cada instante, un punte material
mévil puede ser considerado como sometido a dos fuerzas: la

. dv . , mv® .
fuerza tanjencial s i la fuerza centripeta ———p—; la primera es
nula en el caso considerado i el valor de la segunda es igual
precisamente a mw?# puesto que v=w» 1 p=7#.
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APLICACION AL MOVIMIENTO DE LOS CUERPOS

EN LA SUPERFICIE DE LA TIERRA

Sca (fig. 24) C un punto situado a la superficie de Ia tierra,
en el hemisferio norte, 1 47 un punto material. Se refiere la posi-
cion del punto 44 a un
sistema de tres egjes Fig 24
rectangulares: CZ, di-
rijido segun la vertical,
hécia el zenit, CY en
el meridiano del punto
C, hécia el sur i CX
hiécia el oeste.

Comola tierraes un
cuerpo de revolucion,
la prolongacion de C.Z
encontrard el eje de ro-
tacion de la tierra en
un punto .C’; en este
punto, consideremos
otro sistema de ftres
ejes rectangulares ii-
gados a la tierra: 27
dirijido hdcia el polo norte, (7 X" paralelo a €X' i de mismo sen-
tido, €'Y’ en el meridiano del punto € en un sentido tal que
su orientacion respecto a €’ X'sea la misma orientacion de €Y
respecto a £X.

El dngulo CC' Y sea la latitud A del lugar C.

Sean x, 7, z las coordenadas de M respecto al sistema CX Y2
i X, Y, Z las proporciones sobre los mismos cjes de la fucrza 7
que obra directamente sobre A7; 2, y, 21 X", V', Z' los ele-
mentos andlogos respecto al sistema ("X'Y'Z’; o la velocidad
de rotacion de la tierra.

Las coordenadas ', ¥/, 2’ 1 las proyecciones X’, V!, Z’ satisfa-
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cen a las ecuaciones (5) en los cuales se acentdan las letras; se
tiene, por consiguiente,

a2 a
" =X+ mer’ +2 777&?7);’
e , . dx’
" dz{ =V +mw~y’——2mw7;;~
a2z ,
" g =L

Sea p la distancia (', se tienen las siguientes férmulas de
trasformacion

z=x X=X
y=y sen A—2' cos A Z =Y senA\—2" cos A

z=—p+y cosA+z sen A Z= Y‘cos>\>+Z’ sen A

De ahi se deduce

/ 2 g
o %’; =X+mwx+2 mo <»@-—sen At % cos >‘\

1 dt . /
] ay. . dr
6) | m —E = Y+mw® sen X[ ysen A+ (2+p)cos A]— 2 #w sen /\71,7
{ d*z Y ‘ dz
| =Z+mw* cosA[ysenA+(z+p)cos A)}—2 macos A i

La fuerza # que obra directamente sobre el punto material
se puede descomponer en dos: la atraccion F ., ejercitada por
la tierra misma sobre el punto, i la fuerza 7 que, a la superficie
de la tierra, obra sobre el punto.

Como la tierra es sensiblemente simétrica al rededor del eje
polar, la fuerza /', serd contenida en el plano meridiano del
punto M, ademas, esta fuerza serd la misma que la que obraria
sobre un punto de misma masa situado en (| pues la distancia
MC es siempre mui pequeiia, respecto a las dimensiones de la
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tierra. Sean entdnces X, , Z, las componentes de F, respecto
a CY i CZ, las ecuaciones (6) se escribirdn as{

d* . a a ;
”m f;f =X .+ mwir+2 ma;(—z— sen \ + 2= cos )x\
/

ai 4 dt
D lm %Z/ =Y. .+ Y. +me® senx [ysenA+z+p)cos A]—zwzwcos)\%
d%z dx
m—=2,+ Z, +me®cosA[ysenA+(z+p)cosA]—2zmp cos)\——j—

dit .
DESVIACION DE LA VERTICAL

Segun la eleccion misma de los ejes, la aceleracion g de la gra-
vedad, en el lugar C de la tierra, tiene por direccion CZ; de tal
manera que un punto material, de masa z, sometido en £ a
una fuerza vertical mg, dirijida desde C hdcia Z, debe quedar en
equilibrio. Las férmulas (7) deben, por consiguiente, ser satis-
fechas cuando se supone cn ellas x, », z constantes i nulos i
1X =0 Y, =0, Z, =mg La primera es satisfecha i las dos
otras dan

{ o=1Y, +mu® psen X cosi

/8) o
(
( o=mg+2Z , +mwp* pcos® A

Estas dos ecuaciones definen la atraccion /', de la tierra
cuando se conoce g i reciprocamente permiten calcular g cuan-
do se conoce F, . Sea ¢el dngulo agudo que hace £, con CZ;
hagamos

F,=mG
tendremos
Y,=—mGsence
2, ==—m (G cose
I, por consiguiente
G sene=w" psen A cos A

G cose=g+w® pcos® A



448 MEMORIAS CIENTIFICAS I LITERARIAS

Como lo hemos indicado mas arriba, (cap. I1) & es ignal a
p S >
9™ .8 mas o ménos; se tiene, por otra parte

o

=.86_ISZ
2 7w p=40.000,000 metros
luego
w® p=07,0339

M

P . i .
Segun esto, la razon —~, es igual a;—g mas o0 menos; es una
£ 2

pequefta cantidad; si despreciamos su cuadrado, podremos es-
cribir simplemente

G:g—i—an cos® A
€=

Si la tierra fuera una esfera homojénea la atraccion #, o la
aceleracion correspondiente G pasaria por cl centro de esta es-
fera i seria constante en todos los puntos, la aceleracion efec-
tiva de la gravedad seria entdnces, en un punto de latitud A,

2 . o’ 2
g:G-—w~pcos-7\=G/I— P cosA
\ G
Se ve que el efecto de la rotacion es de disminuir la atraccion
ejercitada por la tierra sobre los cuerpos situados en su superfi-

cie. Como el valor de 22 es ~ o - ; se ve que una veloci-
G 289 17°

dad de rotacion 17 veces mas grande anularia la atraccion que
la tierra ejercita sobre los puntos situados en el ecuador; entén-
ces, estos puntos no tendrian peso ninguno en esa rejion. Una
velocidad angular mayor todavia haria que en el ecuador los
cuerpos se alejarian de la tierra.

El dngulo ¢ que hace la direccion de la atraccion con la ver-
tical se Hama desviacion de la vertical, esta desviacion es un efecto

de la rotacion de la tierra. Segun el valor obtenido mas arriba,
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se ve que ¢ se anula en los polos i en el ecuador, su valor ma-
ximo corresponde a los puntos de latitud & 45° i este valor
méximo llega a 6/ mas o ménos.

La tierra no es una esfera homojénea i su forma es precisa-
mente la que hubiera tomado una masa fluida sometida a la ro-
tacion w; esta forma debe ser tal que, en cada punto de la su-
perficie liquida, la ncrmal sea dirijida segun la gravedad efectiva
£, como se demostrard mas tarde.

Asf la vertical en un punto tiene misma direccion que la nor-
mal a la superficie de la tierra, en este punto, i la atraccion ejer-
citada por la tierra en uno de sus puntos es la resultante de una
atraccion efectiva /7, i de la fuerza de inercia de arrastre mw®p.
La resultante tiene la direccion de la vertical i hace con /', un
dngulo igual a e

DESVIACION DE LOS CUERPOS HACIA EL ESTE

Si en las ecuaciones (7) se recemplazan ¥V ,, Z, por sus va-
lores (8) se obtienen las siguientes ecuaciones

A\
71 7{[‘, =X, + mo® x+3711w<£[% sen 7\-'}- —Z—j cos }\)

m ‘jf =Y, + mw? sen A (¥ senA+ 2z cosSA)—2 me Sen A %
2 72,; =72, — mg+me”’cosA(ysenA-+2z cos A} — 2 7c0s A—— dz‘

Hemos visto que w®p es mui pequefio; a forticrilas espresio-
nes w’r, w’y, 0”2 serdn insensibles, pues x, ¥, # son siempre mui
pequefios respecto a p; se escribird enténces simplemente

9
/ 2

79 - i’t =X +2 Mw( 2 qen?\—f—‘_COS 7\>

1744
z’gy ) dr
(9) s =Y, —--mwsenkg;
d2

7{[7=ZL — MG — 2 1w cos?\%
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Supongamos que el punto material  caiga, sin velocidad
inicial, desde cierto punto A del eje C.Z; busquemos su trayec-
torfa. Haremos en (g) X, =V, =2, =o. La integracion de
las ecuaciones asf simplificadas dard inmediatamente

/ dx
| =2 mw (rsenA+zcosA)+C,

(10) m%:—zmwxscnk—}-Cz
dz
| = —mgi—2 #wx cos X+ C

A. OBRECHT.

( Continuard)




