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CURSO DE CALCULO INFINITESIMAL

SEGUNDA PARTE

Esta segunda parte comprende la discusion completa de la
serie de Taylor i la teorfa de la curvatura de las curvas i de las
superficies.

Se sabe la importancia que tiene, en la andlisis, el célebre de-
sarrollo de Taylor. Por su intermedio, una funcion cualquiera
f (x) puede representarse bajo la forma de una serie ordenada
segun las potencias enteras i consecutivas de x—a. Sin em-
bargo, la funcion i su desarrollo no son siempre iguales; en los
casos mas numerosos, la variable debe quedar encerrada entre
limites perfectamente determinados para que la igualdad exista.

Este punto capital no ha sido esplicado claramente hasta
ahcra; aunque se sabe perfectamente determinar los l{mites en.
tre los cuales el desarrollo es igual a la funcion, no se dice el
por qué de esta anomalia aparente.
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La esplicacion es mui sencilla cuando se comparan las dos
curvas cuyas ordenadas son representadas: 1.° por la funcion
S(x) 122 por el desarrollo de la funcion segun las potencias de
x—a. Se demuestra enténces que estas dos curvas tienen, en el
punto de abcisa o, un contacto de drden infinito. Un tal con-
tacto no quiere decir que las dos curvas coinciden en toda la
estension del plano; indica solamente que la coincidencia existe
en la estension de cierto arco que puede ser finito o infinito.

La espresion de la resta de la serie se da bajo la forma de
una integral definida de la cual se pueden deducir facilmente
las espresiones obtenidas por Lagrange 1 Cauchy.

CAPITULO PRIMERO
DERIVADAS I DIFERENCIALES DE ORDEN SUPERIOR

Derivadas.—Sea f (x) cierta funcion continua de x i / (x) su
derivada; esta derivada es tambien una funcion continua de z,
por consiguiente tiene una derivada; ésta se designa por f” (x)
i sellama dertvada segunda de f(x). Del mismo modo 7" (x)
tiene una derivada /7 (x) que se llama derivada tercera de x. En
jeneral, la funcion que resulta de » derivaciones consecutivas de
J (%) se designa por f* (x)1i se Hama derivada de érden n de
F(x).

Diferenciales—Sea (fig. 1) CDuna curva plana, y=/(z) su
ecuacion respecto a dos ejes de coordenadas rectangulares; con-
sideremos dos ordenadas C4 i DB i dividimos el intérvalo 4B
en cierto nimero de partes iguales; sean xy, &4, ¥4, tres abei-
sas consecutivas i Zx el intervalo constante de ellas; sean tambien
Yk, Pitn Vrte 1as ordenadas correspondientes de la curva i
A7y, Ay, sus diferencias consecutivas, se tendré:

Yep: =2y +dx T = + Ok

Tpqa=Tppr+dx Iiir =Vt + Migs
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En jeneral, si la curva es continua entre las abcisas 04 i 05,

Ay . ..
la razon -5~ tiende hicia

dx
un l{mite finito, igual a la de-

rivada 7 (x) de la funcion . Y\ z
JF(#.) Luego se puede escribir ; <l : % ’
i
(0 52— () +(dx)> ¢ () !;1:‘.3:{
s
En esta ecuacion, ¢ (x)se- ! EEEE k
| B

rd clerta funcion continua de 0
x 1 p cierta cantidad positiva,

pues el dltimo término debe tender hicia cero cuando dx tiende
hdcia cero; apliquemos la férmula (1) a las abcisas considera-
das, tendremos:

ATx g o b g (3,)

Ayiey
—
o = () + A2 ¢ (714)
Restemos estas dos ecuaciones i dividamos los dos miembros
de la resta por 4, se tendrd

A}’k-i*x-A_yk _ f[ (r](-rr f/ (1"1\) 4)(11(*();—.?(_1—&
(2)* dx? - dx tav® dx

La diferencia A yry, —Aykse designa por AZyy i se llama
diferencia segunda de y 1 ; ahora, en el segundo miembro de(2),
el primer término tiende hdcia /" (ax) | el segundo término
hdcia cero, puesto que este término es el producto de 4P, en
el cual p es positivo, por un factor que tiende hdcia un lmite
finito ¢’ (#x). En restmen, la ecuacion (2) conduce a la si-
guiente:

lim é—'yl‘ =" (xx)

TOMO XCI~ 49
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O de una manera jeneral

G lim jy =7" ()

X

.

S resenta po ‘i el limite de éz—'y—n se dice que d*y es
e representa por -, i Frall q ' es

la diferencial segunda de y; se escribe pues:

BT s
(4‘) Ad_r o ‘.15)

' dy . A2

Segun esto, la razon entre — J: i = J:
dx® = dx®

tiende hicia uno, cuando Zx tiende hicia cero, luego 4%y o la

diferencial segunda de y puede reemplazar la diferencia segunda

o bien entre 2%y i1 A%y

A%y en todos los problemas en que se trata de buscar el limite
de una razon de infinitamente pequefios o de una suma de un
numero infinito de ellos.

Ademas, las dos ecuaciones (3) i {(4) muestran que A%y i @2y
son infinitamente pequefios de segundo drden respectoa 4z,
pues su razon a Zx? tiende hicia un l{mite finito. Como, por
otra parte, 4z i dy son de un mismo érden, se puede decir tambien
que @%y es infinitamente pequefio de segundo drden respecto
aay.

Todavia se debe notar que, para calcular /” (x), es necesario
conocer tres puntos infinitamente préximos de la curva; en

2
-1 para conocer A%y se
X

efecto, esta derivada es el limite de %
necesitan tres ordenadas sucesivas; reciprocamente si se cono-
cen tres puntos infinitamente préximos de la curva y=/(r) se
pucde determinar la derivada segunda /7 (), es decir la deri-
vada segunda de la ordenada respecto a la abcisa.

Si se repite con la férmula (3) la serie de trasformaciones
efectuadas con la férmula (1) se llega de la misma maners, a
la relacion siguiente:

. A%y ’
]lm ‘-{‘Eé-:fy"(f)
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1 as{ en seguida. De una manera jeneral se obtiene la férmula:

. Ar
lim -a’:cpy =/P (1)

L, ary .
Este limite se representa por d7p L se dice que 4Py es la
>

diferencial de érden p de y. Se ve, como mas arriba, que d? y
es infinitamente pequefio de 6rden p respecto a dr i que esta
diferencial puede reemplazar la diferencia de mismo érden APy
en todas las relaciones del calculo diferencial i del calculo inte-
gral. Asi se tiene por definicion:

(5) 2T e (x)

.~ Ademas, para calcular APy se necesita conocer p+ 1 puntos

infinitamente proximos de la curva, por consiguiente tambien,

para determinar la diferencial o la derivada de drden p, se de-

ben conocer p+ r puntos de la curva.

Reciprocamente, si se conocen p+7I puntos infinitamente
i

3

préximos sobre una curva se puede determinar la derivada de
4rden p de la ordenada respecto a la abcisa.

Otra maneva de obtener las formulas (4) i (5 )— Variable
tndependiente

En la primera parte de este tratado se ha establecido la fér-
mula siguiente:

(6) dy=F (x)dx

Una cualquiera de las dos diferenciales dx o 4y se puede ele-
jir arbitrariamente, la otra es entdnces fijada por la férmula
anterior. Si dx se elije arbitrariamente se dice que » es varia-
ble independrente; 1o mas sencillo es de tomar Jdx constan-
te, entonces la diferencial dy serd cierta funcion de x defi-
nida por la relacion (6.) La diferencial de 4y se obtendrd por
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medio de la regla conocida i, como Zx se supone constante se
tendra:

d (dy)=f" (x) de*

Para simplificar la escritura se representa & (dy) por el sim-
bolo 4%y i se tiene entdnces:

dry=f"(x)dx
O bien:

dxy L
E}Tj-f (x)

Es la férmula (4). Se obtendria de la misma manera la f6r-

mula (5).

Si x no es variable independiente, d# no es constante i su di-
ferencial se representard por 424, de la formula (6) se deducird
entdnces:

Ay
dy=[" (x) de* +' (z) dz=7f" (x) dr*+ s

De ahi se deduce:

dxd*y—dydix
dz®

(4 bis) £ @)=

Esta férmula se reduce naturalmente a (4) cuando d?x=o0,es
decir cuando x es variable independiente.

Aplicaciones.
1.0 Cambio de la variable independiente en una ecuacion,

Sea la ecuacion siguiente en la cual se supone que z es va-
riable independiente:

. ary x4y oy
) T2t T4 dp TTom0
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Se quiere trasformar esta ecuacion, tomando otra variable
independiente ¢ ligada a x por la ecuacion:

xr=cos ¢

La primera operacion que se debe hacer es de trasformar la
ecuacion (7) en otra equivalente i en la cual x no sea variable
. independiente; esta nueva ecuacion serd, en el caso presente, se-
gun lo que se ha visto mas arriba.

¥ - dadiy-dydix  x &y 7

- s -+ Z—=o0
dxd 1—22 dr  1—2%

Se tiene ahora,
dx= —sen t dt
d*x= —cos ¢ di*
Llevando estos valores en (8) se obtiene
a2
gz TY=0
Derivadas sucesivas de un producto.
Sean % i v dos funciones de #, se quiere calcular las deriva-
das sucesivas del producto:
y=nv

La regla conccida de la derivada de un pfoducto nos da

dy  dv du

T ar YU

dry _cf’v+2 du  dv a2 u
a2t Y Az de " dut

a2y diuy du dv  d'n dv 23 u

e Vs T3y ue Y3y T Vs
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Se induce ya que la derivada de 6rden z serd dada por la
férmula siguiente: :

dry dvv  n du d* v

LS Y
(9) dxn dx® 1 dr dxv?

n(n—1) d*x 4o +vd"u
1.2 dr*  dxvee e ) dx»

Para demostrar que esta Gltima férmula es exacta, se admite
que lo es para la derivada de 6rden », i se demuestra quc en-
ténces lo serd tambien para la derivada de érden #+1. Se de-
duce de la ecuacion (9).

dntry _(u avtiy  du d® ‘L’>+

dett T\ ¥ et T gy e

n o (de dro | A dio
I dx d}n—_*_ dx* dxo?

nin—1){d?ud v d°u dv* v
+ (S = + == .
1.2 \dx® dx*™* dx® dxtr )0

<(z'7jd" “, artry >

aue r. ®
drdzn ' dxnte
y

Si se reduce e segundo término de cada paréntesis, con el
primero del paréntesis siguiente se averigua facilmente que
se obtiene una férmula andloga a (9) i en la cual # se ha cam-
biado en n+ 1. Luego la férmula (9) es jeneral, pues se averi-
gua para las primeras derivadas i por consiguiente para todas
las demas.

Derivadas i diferenciales de érden cualguiera en las funciones de
was de una variable

En la primera parte (Cap. I1I), hemos visto que en caso de
una funcion de varias variables:

oLy=f v W )
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se puede escribir:

a’y:%— ,Zzz—;-%« dv+%dw+

Sec ha supuesto, para obtener esta férmula, que #, v, w......
eran funcicnes de una misma variable .

Se ha llamado derfvadas parciales de y respecto a u, v w......
dy dy dy
dn’ dv’ dw'T
funciones de #, v, w...... i tienen, por consiguiente derivadas
parciales respecto a estas variables; por analojia con las funcio-

las espresiones ; estas derivadas son tambien

a

. . d . -
nes de una variable se designa por 27 la derivada parcial de
")

i
ay a2y ‘ ay
—— respectoa »; por —=- la derivada parcial de —— respecto
du P ' POT G dw P du p
aviasien seguida,
En jeneral, si se deriva sucesivamente y, m veces respecto a
u, 72 veces respecto a v, p veces respecto a w, se designa la deri-

vada final por

dm+n+py
d™udt vdew

Teorema -—Se puede cambiar el Srden de las devivadas suce-
sivas sin que cammbie el resultado final.
Demostraremos en primer lugar que

dty d?}/
E& ‘z!’U - a’zra’?t

Se tiene por definicion:

ay . Sf(uddu v, wee ) —f(u, v, weloll)
—— = lim
du an

O bien, como mas arriba, i siendo £ una cantidad positiva:

dy (u4du, v, w..... D= (u,v......
H{sz_\ a’zz) s( )—}-(du)kq)(u,v,w....)

La funcion ¢ es cierta funcion finita de #, v......
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De aqui se deduce

d*y
du dv
Hmf(u—!—a’u,'z/—}—d’u,w...)—f(u+a’u, v, W) —flu, v+do,w.. )+ fu, 0. )
dndv - o
. (s, v+ do,..)— ¢ (#,v...)
v P L , 7
+lim (d%) —
Del mismo modo se obtendria:
aty
dvdu ~
li“ﬂf(u—}-a’u,zr-l—a’v,w...)—f(u,v—l—zz".u, w..)—fut+du,v,w.. )+ (2,0...)
’  dvdu
+lim (o) Y(utdu, v.. )=, v...)
du
h’ es clerta cantidad positiva 1+ cierta funcion finita de z,
U, Weeenn-

Se ve que los limites de Jos segundos miembros de estas {or-
iulas son iguales, pues los primeros términos son idénticos i
los segundos tienen por limite cero; luego tenemos:

%y dzy

Se deduce inmediatamente que, en el caso jeneral, el érden en
> J 2

que se hacen las derivaciones sucesivas es indiferente. El teo-

rema estd pues demostrado.

Consideremos, la funcion de dos variables

) y=7(u,v)
Se tiene .
Y Y 1.
(IO) (.{}' = d—u— [Z’?l -+ “d,—’y—d’[/

dy la diferencial total de y.
Supongamos, como en el capitulo III (1.2 parte), que z i v
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sean funciones de cierta variable x que elejimos como variable
independiente; podemos tomar las diferenciales de los dos
miembros de (10), se tendra:

dey=d( ‘ij’)dh. Y2 +d<i )d +ZJ’

du
Pero
GN_2y a2y .
d( u>- e ZH_c?ZM{ av
DN_ LY.y
Ka’v>“dvdu e+ dv® a
Luego:
(11) d2y= d{/ du® 42 ~—Mdz¢du+\-—dv +

@ dﬂz¢+-dldi v
dn

dv

Esta férmula queda exacta cualesquiera que sean las relacio-
nes que espresan 7 1 v en funcion de x:

Cuando estas relaciones no son dadas, se puede considerar
% i v como variables enteramente independientes entre si; se
elejird entdnces las diferenciales @z i dv de tal manera que
d*u=0, d*v=01la férmula (11) se reducird a la siguiente:

(12) by = Zm du? +o« - dzv+w-dv~

Se formard de la misma manera &%y 1 asx’ en seguida; es fdcil
de ver que, si # { v son variables indepéndientes, la espresion
de 4™ y se puede poner bajo la forma figurada siguiente:

(13) dry= (dy du +-dl du>

Con la condicion que, en el segundo miembro de esta f6r-
mula, se reemplaza un término del desarrollo como

[ du\P [dy\9 artay
4\ ) (25) por 4 & v

TOMO XCIL 50




688 MEMORIAS CIENTIFICAS I LITERARIAS

Vamos a demostrar que si la férmula (13) es exacta, la es-
presion figurada de 4°** y tiene misma forma.

Consideremos un término del segundo miembro de (13), tal
como
dp+qy
(14) dur dva

o de una manera figurada

/dy \? [ dy
A‘du (\dv

Cuando se busca 4°%y el término (14) da los dos términos
siguientes:
draviy L dvieh
anPtidya ' du® gty

O de una manera figurada:

ay dy N\ [ dy dy
al o) ()" (G e G
As{ cada término del segundo miembro de (13) debe ser
multiplicado figuradamente por el binomio -f% du +§%dv para
formar la espresion de @™+* y; luego se puede escribir figurada-
mente tambien:
n+1

ditry= ( & dzt—}———— dv>

Como la férmula (13) es exacta para #=1, #=2 se ve que ¢s
jeneral.

CcAPITULO X
DE LAS CURVAS OSCULATRICES

La interpretacion jeométrica que hemos dado de las deriva-
das de érden superior conduce naturalmente a la concepcion
de las curvas osculatrices. Segun esta interpretacion, dos curvas
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que tienen #+4 1 puntos sucesivos e infinitamente préximos co-
munes, tendrdn, en el primero de estos puntos, la misma ordena-
da i las # primeras derivadas de esta ordenada respectoa la ab-
cisa iguales. En efecto, cuando se conoce un punto de la curva
y=f (x), 1 al mismo tiempo, # otros puntos infinitamente
préximos del primero se pueden determinar las # primeras de-
rivadas de f (x); luego si estos m+ 1 puntos se encuentran
igualmente sobre otra curva y=¢ (%) las » primeras derivadas
de ¢ (x) seran iguales a las de mismo drden de /().

La reciproca es evidente: si dos curvas y=f(x), y=¢ ()
tienen, para un mismo valor de x, misma ordenada i las » pri-
meras derivadas iguales, estas dos curvas tendrdn 7+ I puntos
sucesivos e infinitamente préximos comunes.

Se dice que estas dos curvas son osculatrices i el punto co-
mun considerado se llama punto de contacto. Es claro que el
contacto de dos curvas serd tanto mas intimo cuanto mas pun-
tos infinitamente proximos comunes tendran. Por esto se con-
sidcra el drden de un contacto i se dice que dos curvas que tie-
nen un punto comun i # otros puntos infinitamente préximos
del primero comuncs tambien, tienen entre s{ un contacto de
6rden 7.

TEOREMA-—S? s¢ constdeva un punio de una curva, se puede,
por este punto, trasar una infinidad de curvas osculatrices a lo
primera i que tienen con fsa un contaclo de drden n.

En efecto, por # puntos de un plano, se puede hacer pasar
una infinidad de curvas; basta para esto tomar la ecuacion je-
neral de una familia de curvas en la cual figuran z constantes
arbitrarias, i espresar que esta ecuacion es satisfecha cuando se
sustituyen sucesivamente en ella, los coordenados de los pun-
tos dados a los coordenados variables. Cada punto da enténces
una relacion entre las constantes arbitrarias i, con los # puntos,
se podrdn formar » ecuaciones que permitiran determinar las #
constantes.

St las n ecuaciones son compatibles se podrd obtener uno o
mas sistemas de soluciones; a cada sistema corresponderd entén-
ces una curva de la familia considerada que pasara por los #
puatos.

Desde luego se concibe que ciertas familias de curvas, a pe-
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sar de tener en su ccuacion jeneral # constantes arbitrarias, no
podrdn sin embargo satisfacer al problema; esto dependerd de
la dispdsicion de los # puntos en el plano.

Se concibe tambien que si el nimero de constantes arbitra-
rias de la ecuacion jeneral de la familia de curvas consideradas,
es superior a z, podrdn existir una infinidad de curvas de la
misma familia que pasen por los 7z pustos dados.

Asi el problema de hacer pasar una curva por » puntos dados
es esencialmente indeterminado.

Jeneralmente se elije, en cada caso particular, la curva mas
usual o de ecuacion mas sencilla que satisface a la cuestion.

Por ejemplo, para trazar, en un punto de una curva, otra curva
que tenga con la primera un contacto de primer 6rden, se busca
cudl es la curva mas sencilla que pueda pasar por dos puntos
infinitamente préximos dados i se elije la recta; ésta se llama
enténces fangente.

Si el contacto debe ser de segundo 6rden, se busca la curva
de forma mas sencilla que pueda pasar por tres puntos dados i
se elije el circulo; este se llama entdnces cirenlo osculador.

Cuande el contacto debe ser de drden superior al segundo,
de érden # por ejemplg, se clije tambien la curva de ecuacion
mas sencilla que pucda pasar por z+ I puntos; esta curva per-
tenecerd a una familia de curvas que tendrd »-+1 constantes
arbitrarias por lo ménos en su ecuacion jeneral.

La ecuacion mas sencilla que conticne z41 constantes arbi-
trarias es la siguiente:

y=Co+Cix+Coax®+......+Chx"

Llamaremos parabdlicas las curvas que satisfacen a esta
ecuacion.

APLICACIONES
Tangente a una curva ¢ un punto dado

Sea Y=/ (X) la ecuacion de la curva i z, 7, las coordenadas
de uno de sus puntos. La ecuacion jeneral de las rectas es:

V=aX+5
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Esta contiene dos constantes arbitrarias i para determinarlas
se escribira: 1.2 que la recta pasa por el punto #, y; 2.° que, en
este punto, la derivada de ¥ respecto a X es igual a /7 (x).

Aqui se tiene

v _
ix "

Luego las dos ecuaciones de condicion son
y=axr+b
a=f (x)
Segun esto, la ecuacion de la tanjente serd
Vey=F(x)(X—-x)
Céreulo osculador.
Sea todavia Y=/ (.Y) la curva considerada i x, y uno de sus

puntos.
La ecuacion jeneral de los circulos es

(X—a) +(V=b)*=R*

Las tres constantes arbitrarias se determinaran por las tres
condiciones siguientes: 1.0 el circulo pasa por el punto z, y; 2.0
la primera derivada de ¥ respectoa X serd igual, en este punto,
a f' (x); 3.0 la segunda derivada serd igual a /" (x).

De la ecuacion del circulo se deduce:

[l’}fp~ 1Y——"tl
4x - V—&
&Y R:

XS (=g
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Luego las tres ecuaciones de condicion entre las constantes
arbitrarias a, &, K son

(x—a)* +(y=b)*=R?

_Fme
w5 =S(%)
R2

"o T

De éstas se deduce

. _ L
(IJ) R‘— fl! (.L’)
O bien
(%)Y
{16) R= \,;_Zg_j.ﬂ
_l,ix:

Otra espresion de R.— La férmula (16) supone que x es va-
riable independiente; si esta variable no es independiente se
deberd, reemplazar, en la férmula (15), /7 (x) por el valor
{4 bis) ise tendrd

, _ @zt dp)t
(17) = drdiymdy &z

Si se toma, por ejemplo. el arco s como variable indepen-
diente se obtendra

1 _dx d'y ady dx
R~ ds dsT T ds dst
O bien si se elevan los dos miembros al cuadrado
I [de \¥ d*y\® dx \*/ d%y\?
(18) 73?'(7;> <T )+ (% > (7:7)
\ / \ \
dx dy d2x d%y

TPd ds A A
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Se tiene ahora
= / d ) ( [Z,_J/ \ 2
=(Z )+ [Z)

dxr d*x dy dy
ds ds? + ds ds?

Luego

O bien, elevando al cuadrado

. [ dx\*/ d*x ay >’-’ A2y \*?
(19) 0= &ds) <ds- ) +<E/ <ds" K
dx dy d’xz d%
ds ds ds* ds®

-+ 2

Si ahora se suman, miembro a miembro, las ecuaciones (18)
i (19) se obtiene

T a
¢ eelar) ()

Ecusacion de la parabdlica que pasa por z»+1i puntos
infinitamente préximos de una curva.

Sea « la abcisa del primero de los 2+ 1 puntos considerados;
poudremos la ecuacion de la parabdlica bajo la forma siguiente:

(21) V=dotd, (X—a)+d, (X—a)+....+ A (X—a)

(22) Y=f(X)

la ecuacion de la curva dada. En el punto de abcisa a, la
curva (21) debe tener #4- 1 puntos infinitamente préximos co-
munes con la curva (22); luego, cuando z=¢, los valores de ¥V
i los de las » primeras derivadas, deducidas respectivamente de
las ecuaciones (21) i (22), deben ser iguales entre si.
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De la ecuacion (21) se deduce

d}/ d n-1
Vi dn =4, +24, (X—a)+...... +rnAd,(X—a)
ay

W:+2A2+ ...... +7Z(7Z~§)AH(X—LZ)“_7

a;“

-Z‘Z,-Y_ii-‘:ﬂ (n—1)(n~—2)..2.1. 4,

Por consiguiente, si se hace X =a, se deberd tener
f(a)=4o
Vi (a):Ax
S(a)=24,
Foi(a)=12...nd,

Asi la ecuacion de la parabdlica serd

(3 v=ra)+ = payp

CAPITULO 111
DE LAS SERIES

Recordaremos en este capitulo, las reglas mas usuales de
converjencia de las series.

Reglas de converjencia de las series.—Por comparacion de los
términos de una serie con los de una progresion jeométrica se
deduce que una serie es conwversente cuando.el limite de la ra-
zon entre un término i el anterior es menor que uno, drveryente
cuando este limite es mayor que uno.

Supongamos ahora que la razon entre un término i el ante-
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rior -tiende hdcia uno; es evidente, en primer lugar, que si la
razon queda siempre mayor que uno i tiende hdcia uno, los tér-
minos crecen indefinidamente i la serie es diverjente. Cuando
la razon queda siempre menor que uno i tiende hdcia uno, se
obtiene una regla de converjencia por la comparacion de la se-
rie propuesta con la siguiente:

1 1 I
S=14+—F—+ uniuns e d e
o a

2 3 ”

~ 27) ’ . .
Sea $™ la suma de los # términos de esta serie, contados
n
desde el de rango # hasta el de rango 27, se tiene
< b

ST L 1

2% (n+ 1) (2n—1)"

La serie § no puede ser converjente sino en caso que g sea
positivo, pues si ¢ fuera negativo, los términos de la serie irian
creciendo indefinidamente con su rango.

Si a es positivo se tiene

7 on 1
- < D <’7"

(le)a %

En efecto, como los términos van disminuyendo, S7° es me-
nor que %z veces el primer término i mayor que # veces el tér-
. 1
mino -
a
(27)

Del mismo modo se tiene

~27Z < Sm < 7272
an* (@)
47

< S
(8n) ECON

secesramsreasaceganacite
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<0 , . -
Sca 5 la suma total de los términos de la serie S contados
desde el de rango #, se deduce de las relaciones precedentes

1 1 ; 1 2 1 3
S PO S G +(—~ N
2% % 2% 2% 2% /

\

<S:°< ! §1+ ! +( ! Y+......\(

2%t 2470\ 47T )

La progresion jeométrica que figura en esta relacion es con-
verjente si g es mayor que uno e diverjente si a es menor que
uno o igual a uno; por consiguiente tambien Ja serie S serd
converjente si a es mayor que wiuo e diverjente si a es igual a uno
0 MeEnoY gue uno.

Cuando ¢=1 la serie. S toma la forma sencilla

1

3

1 1
I+3—+—— +’Z‘+......

Es la serie armdnica; segun la regla establecida esta serie es
diverjente.

Regla de converjencia de una serie cualguicra
Sea la serie a términos positivos.
U=n,tu,+1,4 ounn.

Se supondri que el limite de la razon entre un término i el
anterior tiende hdcia uno, de tal manera que se puede escribir

v o p(n)
Uy 7

La funcion ¢ (#) debe ser positiva para que los términos de
la serie U vayan disminuyendo a medida que su rango aumenta

¢ (n)

ilarazon —
n

debe tender hdcia cero para que el limite de

Mo, .. .
2T tienda hécia ung,
n



CURSC DE CALCULO INFINITESIMAL 697

1. Supondremos, en primer lugar, que el limite de ¢ (%) es
finito e igual a q, enténces se podrd escribir, para #» mui grande,

ity 22

En la serie S estudiada mas arriba, la razon entre los térmi-
nos Spt, 15, de rango #+1 1 # es

Suix _ [ m \@

s w\;+ 1—/

I se puede escribir tambien, cuando # es mui grande

. Sutt [#3
Hm 07—
Sn 7
Luego
. u . Sa
lim -2 = |jm--ote
n o

De tal manera que si se desprecian cantidades infinitamente
pequefias respecto a las que se conservan se puede escribir

Hotx o Tungr
Ua | Sa
O bien
iy Hopr  Mage
T e T L T

Si se suman los numeradores i los denominadores se obtiene

7D
iy, U
5n llo'
O bien
~ o 24
C/an = b[;o -
Sh

Esta ecuacion no es rigorosamente exacta, sin embargo el
error debe ser considerado como infinitamente pequefio res-
pecto a las cantidades que figuran en ella,
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557 es finito cuando « es mayor que uno ¢ infinito cuando o
es menor que uno o igual a uno, luego U,” serd finito o infinito
en los mismos casos, asi la serie U es convevjente si el limite
de ¢ (n) es mayor que uno i diverjente si este limite es igual a
UNO 0 WIENOY GUE UNO.

2.0 Sila funcion ¢ (%) crece indefinidamente la serie U es a
fortiori converjente; en efecto, desde cierto rango = en que ¢ (7)
tendrd clerto valor « mayor que uno los términos de U/ serdn
todos menores que los de la serie converjente en la cual ¢ {#)
conservaria el valor @, luego la serie serd a fortiori converjente.

En restmen la serie U/, en la cual el l{mite de la razon de los
términos consecutivos tiende hicia uno, es converjente cuando

. Uy 1
lim — <Ly — —
n

oy
i es diverjente cuando
.ty i
lim 2>y
My T 7z

En este dltimo caso, se dice que la serie es estrictamente di-
verjente. Segun esto una serie estrictamente diverjente tiene
una suma infinita aunque los términos disminuyen constante-
mente a medida que su rango aumenta.

Asi la serie armonica es estrictamente diverjente.

Series con tévminos de signos alternades
Consideremos las dos series

U=wu,+n,tu, +ou,+......
W=t —tty+tty—tt,+unen

En la serie U, se supone que todos los términos son positi-
vos de tal manera que, en la serie }¥, los signos de los términos
son alternados,
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1.0 Sila serie U es converjente, la sevie W lo es tambien. En
efecto, las sumas de los términos de rango par e impar de U
tienen cada una un limite finito i su diferencia tiene que ser
tambien finita.

2.0 Sila serie U es diverjente, la serie W se presenta bajo la
Jorma de la indeterminacion. En efecto, los términos crecen in-
definidamente en valor absoluto i sus signos son alternados.
Diremos que la serie W es indeterminada.

3.0 S7la serie U es estrictamente diverjente la serie VW es con-
verjente. En efecto sea jeneralmente IV, la suma de los p pri-
meros términos, sc tendrd

W= W +(#ongr —ttanto )+ (tonty )= tongy ) oo .

W= Wansr — { (ot — tat )+ (ttang = tamts ) oo }»

Como los términos de U disminuyen a medida que van
aumentando, las dos ecuaciones precedentes nos dardn

Wi > W > W

Asi la suma ¥ es siempre comprendida entre Wi Wi, ;
la diferencia de estas sumas parciales es #,,+, ; luego vemos que
el error cometido cuando se toma, para W, la suma de los p pri-
meros términos es menor que %y, . Como en una serie estric-
tamente diverjente el término jeneral #, va disminuyendo a
medida que p aumenta se ve que [ tendrd un limite finito;
por consiguiente la série ¥ es converjente.

Sin embargo, como la serie estrictamente diverjente U tiene
una suma infinita, las sumas parciales de los términos positivos
i de los términos negativos de ¥ serdn infinitas, se concibe asf
que no se puede cambiar ¢} érden de sucesion de los términos
de W i reunirlos, por ejemplo, en grupos de p términos positi-
vos con g negativos. Por este motivo, se dice que la serie I
trasformada de una serie estrictamente diverjente, es semi-con-
verjente.
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CAPITULO 1V
DESARROLILO DE TAYLOR

Sea una curva (, cuya ecuacion es Y=/ (X)), hemos obte-
nido, en el capitulo 1, la ecuacion de la parabdlica que pasa por
n+1 puntos infinitamente préximos de ella. Si # tiende hécia
el infinito el contacto de la curva i de la parabdlica es infinito;
en otros términos, las dos curvas tienen, en el punto de con-
tacto, una infinidad de puntos infinitamente préximos comunes.
El conjunto de estos puntos representard cierto arco finito o
infinito de la curva Y=/ (X) i este arco tendrd, sobre el eje
OX, una proyeccion que podra ser finita o infinita. La orde-
nada de la parabélica se espresara en funcion de X por medio
de una serie de un numero infinito de términos i, en todos los
puntos del arco comun, las ordenadas de las curvas serdn igua-
les; luego, para todos estos puntos, se tendrd

(1) f(l‘:>"f((l)+~\‘ff( S (X Cl)

+ ‘IL‘{} _a)n

Y A C) SRS

7 (a)+ ...

Esta es la espresion analitica del teorema de Taylor.

Ia interpretacion jeométrica de este teorema nos dice solo
que la férmula (1) es exacta en la estension del arco de la -
curva C en que existe efectivamente la coincidencia de esta
curva con la parabélica.

El andlisis permite ahora definir exactamente los limites
entre los cuales la férmula de Taylor es exacta.

Consideremos una funcion ¢ (X, 2) definida por la ecuacion
siguiente A

@) ¢Xa=r@+ 2% @+ B gy
Se tiene

L=t @1 @+ Z5 S @)= @)
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Todos los términos del segundo miembro de (3) se destru-
yen idénticamente; sin embargo, como el nimero de estos tér-
minos es infinitc es necesario, para que la suma total sea cero i
no indeterminada, que el valor absoluto de los términos dismi-
nuye a medida que su rango aumenta.

Notaremos ahora que se tiene

I

1.2

F (@) s

La serie del segundo miembro es precisamente la misma que
la de los términos pares o impares de la serie (3) por consi-

b c s .

e — idénticamente igual a
da &

cero, es que los términos de la serie (4) vayan disminuyendo a

medida que su rango va aumentando.

guiente la condici

Sean #, 1 #,,, los términos de rango # i #+ 1 de la séric (2)
se tiene

( oy  XN—a  fo(a)
5) Tn - - In—1 7N
i e j \Llrl

Sean tambien v,_, { v, los términos de rango #—1 i % de la
serie (4) se tiene

Vo X—a fr(a)
©) v . H—1 S a)

Para que los términos de la serie (4) disminuyan es pre-
ciso que

lim =" <1
O bien
. X—a f"(a)
lim ——— £
o1 ey <

Llevando este valor en (35) llegamos a la signiente relacion

lim 7n—1

<.k
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. El métado conocido para calcular esta integral consiste en
buscar la integral indefinida

j Fz)de= 1)+ C

I entdnces

jx F(x)dr=+ (X)— ¥ (a)

a

Estas formulas se han deducido de consideraciones jeomé-
tricas i se ha demostrado que - (x) es el drea comprendido en-
tre el eje de las abcisas, la curva y=F (r), una crdenada fija
arbitraria i otra de abcisa x. Sin embargo, la demostracion su-~
pone que el incremento infinitamente pequefio del drea, cuan-
do x se convierte en x+4x, puede ser reemplazado por el drea
del rect4ngulo de base dr i de altura 7 (x). Esta sustitucion es
en efecto lejitima cuando la funcion F () es continua i finita,
pero no lo es cuando el valor considerado de » hace infinita la
funcion F (x). Se concibe ficilmente que, en este ltimo caso,
no se puede reemplazar el incremento del area por el rectdngulo
F (x) dx, pues la diferencia entre estas dos cantidades, 1éjos de
ser infinitamente pequefia de érden superior a 7 (x) dz, puede
ser infinitamente grande respecto a esta Gltima cantidad.

Consideremos por ejemplo la integral definida

. I S
su valor debe ser positivo puesto que la curva_y:;v tiene to-

das sus ordenadas positivas; sin embargo el método usual da

El error es manifiesto. Se debe notar que, entre los limites
—11i 41, la ordenada pasa por el infinito de tal modo que el
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procedimiento jeneral no se puede aplicar. El valor exacto de
la integral se pedria obtener asi, escribamos

-t dy . —cdx . 1o gy
— =lim = +hm —_—

x* z? e X2
-1 =X

Cuando e tiende hdcia cero, el segundo miembro tiene por
limite la integral buscada. Ahora se tiene
[—¢ dx 1
J #T e

-1

Luego

-t dy . [ 2 ‘1
— - =lim| —~2 |=®
x- €

-1

En resiumen el método jeneral, para calcalar las integrales
definidas, es erréneo cuando, entre los limites de la integracion,
la funcion que se integra pasa por el infinito.

Segun esto, los dos valores de &, deducidos de la integral (8),
no son exactos cuando, entre los limites a i X, la funcion f (2)
o una cualquiera de sus derivadas es infinita.

De ahi se deduce inmediatamente cuales son los limites en-
tre los cuales el desarrollo de Taylor representa la funcio:.

Llamemos abetsa critica una abcisa v tal que la funcion f (z)
o una cualquiera de sus derivadas se hace infinita cuando s=+;
podemos decir que ¢/ desarrollo de Talyor representa la funcion
cuando, en el intervalo comprendido entre a ¥ X, no existe nin-
guna abetsa critica de la funcion.

Esto demuestra al mismo tiempo que, entre estos limites, la
sevie de Taplor es siempre converjente.

ALBERTO OBRECHT

@@@@/@@

{ Continrard)




