CURSO DE CALCULO INFINITESIMAL

O ANALISIS TRASCENDENTAL

( Continuacion)

35.—Curvas paralelas.

Si en cada punto de una curva A5 se traza una normal de
lonjitud constante, se obtiene una curva (0 paralela a la pri-
mera. En efecto, en este caso, la recta MM’ tiene una lonjitad
constante: (4/=0) i el dngulo ¢ que hace con la tanjente en M
es igual a go° (cos ¢ =0).

Se obtiene por consiguiente segun (2)

ds’ cos ¢’ =0
O bien
¢/ =00

Reciprocamente, si una recta se mueve de tal manera que en

sus dos estremidades, esté normal a dos curvas, su lonjitud es
H . o o 7 (o]

constante. En efecto se tiene, en este caso: ¢=90°, ¢"=g0° luego

dl=o0
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O bien:
/=constante

Desarrollante.

Se demuestra facilmente  la propiedad indicada mas arriba.

En efecto, sea A el orfjen desde el cual se cuentan los arcos
sobre la curva A B, la definicion de la desarrollante conduce a
la ecuacion

[+ s=const.
Luego
dl+ds=0
Ademas el angulo ¢ es aquiigual a 0° luegola férmnula (2) da
dl=ds’ cos ¢’ —ds
O bien
ds’ cos ¢’ =dl+ds=0

Se ve que s’ cos ¢’ es siempre nulo, luego ¢’ debe ser igual
siempre a go°.

Reciprocamente, si una recta como N queda siempre nor-
mal a una curva €D i tanjente a otra 425, se tiene

/4 5=const.

siendo 5 un arco contado sobre la curva AB, en efecto, se
tiene por hipdtesis: ¢ =902, ¢ =00 se obtiene, entdnces, segun (2)

dl: _ a'.r
6] .bien
/45 =const.

Se notard que.no hai necesidad de suponer la curva plana
para demostrar estas propiedades.
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37. Teorema de Chasles,—Sean dos elipses homofocales;
por un punto M de la elipse esterior se trazan dos tanjentes MA,
MB a la otra: la suma AM -+ MB+arco AB queda constante,
cuando M describe la elipse esterior.

Aplignemos la
férmula (2)a ca-
da una de las re-
ctas M A, MB. Se
contardn losarcos
en las dos elipses
desde los puntos
fijos 1 arbitrarios
i D en un mis-
mo sentido indi-
cado por las fle-
chas de la figura;
sea entdnces:
AM=I[ MB=I,
MT7T la tanjente
en M a la elipse
esterior, ¢ 1 ¢’ los dngulos que hace esta tanjente con 44/ i
MB; s el arco CA, ¢ el arco CAB; 5 €l arco DM, tendremos

—~—

dl=ds—ds' cos ¢
(3) {

dl' =ds' cos ¢’ —do

Se demuestra en jeometria que ¢=¢ cuando las dos elipses
son homofocales, luego si se suman las dos ecuaciones (3) se

tendrd
dl+dll =ds—do
O bien
[+ 4 g—s=const.
Es decir

AM+MB +arco AB:coﬁst. '
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DE LAS ENVOLVENTES

38. Sea la ecuacion.
(4) F (53, 0)=0

en la cual C es una constante arbitraria; esta ecuacion repre-
senta una familia de curvas; pues a cada valor de ( corresponde
una curva; se llama envolvente de esta familia de curvas el li-
mite hdcia el cval tiende el lugar jeométrico de los puntos de
interseccion sucesivos de cada curva con la curva infinitamente
préxima.

Fsta curva envolvente serd tanjente a cada una de las cur-
vas (4); en efecto, el lugar jeométrico, definido mas arriba, tiene
dos puntos infinitamente préximos comunes con cada una de
las curvas (4}, luego en el limite serd tanjente a cada una de
estas curvas.

Lcuacion de lo envolvente.—Se consideran, en primer lugar,
dos curvas que corresponden a los valores C1 C+dC de la
constante arbitraria; el punto de encuentro de estas curvas sa-
tisfard a las dos ecuaciones siguientes

Flx,y, O)=0
Flx,y, C+dC)=0

Podran haber varios puntos de encuentro, pero serdn siempre

en numero hAnito. Para encontrar las soluciones comunes a estas

dos ecuaciones se pucde reemplazar una de ellas por cierta com-
binacion de las dos; asi, en vez de la segunda ecuacion, se pucde

considerar la siguiente
F(t,y, C+dC)—F (x.3,0)=0

El primer micmbro es el incremento de la funcion #(x, 5, C)
cuando C se cambia en C+dC. Sca e un infinitamente pequeiio
que tiende hdcia cero al mismo tlempo que d4C, se podra es*

cribir

(@, y, C+dC)~=F (x.7, C)?dC/\?g+ e>
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P —

As{ la segunda ecuacion se puede reemplazar por esta

dr
/] —_ =
aC <dc+e> 0
O simplemente

L2
acte=

pues dC no es nulo. Como ¢ tiende hécia cero, cuando 4C
tiende hdcia cero, se ve que el punto de interseccion de las dos
curvas C 1 C+4C tiende hdcia cierto limite que serd a la inter-
seccion de las dos curvas

F (2,3,0)=0

dF

ac="

La envolvente resultard, segun esto, de la eliminacion de C
entre estas dos ultimas ecuaciones.

1.» Aplicacion.—Una recta de lonjitud constante se mueve
de tal manera que sus dos estremidades encuentran siempre dos
ejes de coordenadas rectangulares. Determinar su envolvente.

Sea / la lonjitud de la recta, su ecuacion se podrd escribir

x v

—— = ]

ol + N/[z —C*

La derivada parcial respecto a C es

Cs (Zz —_ C2 )%
O bien

TOMO LEXXIX . 5
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Sustituyendo en la ecuacion de la recta, tenemos

o
llJ
jto

&

o

Ea

+ri=L
2.2 Aplicacion.—Cdustica por reflexion.
Sea AR una seccion meridiana de un espejo esférico; en el
plano XOY de esta seccion se consideran radios de luz de direc-
: cionparalelaa OX
i se pide la envol-
vente de los ra-
dios reflejados por

Y

7 el espejo. Esesta
! envolvente que se
llama cdustica por

reflexion.
0 < Sea CE un ra-

dio de luz para--
lelo a OX; si O
es el centro del
espejo i E el pun-
to de encuentro
de CE con el espejo, el radio reflejado se obtendrd, juntando
E con O 1i trazando una recta £ que hace con :£0 un angulo
igual a CEO.
Sea q el dngulo EOX; se tiene

CEQO=0EM=q.
I la ecuacion de la recta Z47 serd
(s) ¥ Cos 2¢—x Sen 2a+7sen a=0

Cuando a se considera como una constante arbitraria, la ecua-
cion (5) representa una familia de rectas i su envolvente tendrd
por ecuacion la que resultard de la eliminacion de ¢ entre esta
ecuacion i su derivada parcial respecto a «. Esta derivada es

(6) — 2y SEN 2a— 2% 08 2a+#Cos a=0
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Las dos ecuaciones (5) i (6) se pueden reemplazar por las si-

guientes
r 1
x=——2 sen a sen Za-+Cos a COs 2a)
2
-
y= »;(cos a Sen 2g—2 sen a Cos 2a)
O bien
/ g r
[ = ——-CDSa ———c0s 3a
4
(rv
7) j
J=
4

Bajo esta forma i sin proceder a la eliminacion de ase ve que
1as dos ecuaciones (7) representan una epicicloide enjendrada

. . .7
por un punto de una circunferencia de radio e que rueda so-

bre otra fija de radio

w N

CAPITULO VIII
EVALUACION DE LAS AREAS PLANAS

Se ha visto mas arriba que, cuando una curva es referida a
coordenadas rectangulares i tiene una ecuacion como

y=/(x)
el drea 4 comprendido entre la curva, el cje de las X i dos or-
denadas correspondientes a los abcisos @i & tiene por espresion,

(1) ff( dr = fya’x

Si, entre las abcisas @ 1 4, Ia curva atraviesa el eje OX como
en la fijura, la férmula (1) dard la diferencia de las dreas corres-
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pondientes a las partes situadas arriba i abajo del eje O.X; en
efecto en la parte CBF por ejemplo las ordenadas de los puntos
de la curva CF son

},1' todas negativas luego

la suma de los elemen-
tos y dr serd tambien
negativa en esta parte.

Ejemplo.
Area comprendida
entre la curva

Bl

el eje OX 1 las abcisas cero i 04 = 4. La figura muestra que
se trata de obtener el drea O A;sea A el 4rea buscado se

tendrd -
b o
A=a sen —dxr
0 b
Y
|
Para hacer la inte-
M gracion se tomard una
™ | 1
‘\‘”H | nueva variable o tal
5 iREERNERE] X que
x
A b—za
{ se tendrd

.
A:aﬁj sen ada=2ab
0

Si se quisiera obtener el drea comprendido entre las abcisas
cero i OB =27 4, la férmula daria como resultado cero, pues se
obtiene as{ 1a diferencia de las dreas OMA ANB que son igua-
les entre si.

En jeneral se debe recomendar siempre la construccion grd-
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fica de la curva dntes de hacer la integracion; se evita as{ todo
error en la interpretacion del resultado. . '

Area comprendida en el interior de una curva ce-
rrada. '

Si el area considerado tiene la forma indicada en la figura,
una ordenada cortard el contorno en dos puntos 47 1 H'; sean
3, las ordenadas de estos
dos puntos; £4, B dos tan- —
jentes a la curva paralelas al

M

=
=
B [ 5

eje 07, el drea buscado ten- z 5 F
drd por valor \ E
=

OB
f (r—y"dx
QA ‘

o|
1
el
f
|
|
1
-
v

En muchos casos la curva
cerrada que se considera tie-
ne por eje de simetria el eje OX, basta entdnces calcular el 4rea
de la parte situada encima de OX i duplicarla para obtener el
drea total.

Ejemplos:
Area del cf culo.

Sise toma el orfjen de las coordenadas en el centro del circulo
su ecuacion serd

za+y:=]€2

El 4rea del semi-circulo situado encima del eje OX es en-
tonces

LR
j W RE—2% dx
-R
I el drea total que llamaremos A, serda

A =2f SRE=x dx
-R .
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Para hacer esta integracion basta poner
r=Kcos¢
Se tiene entdnces

T .
A:z} R?sin® ¢ dp==R?

0

Si el centro es en un punto cualquiera del plano, se aplicara
el precedimiento indicado mas arriba. La ecnacion de la curva
es entdnces

(r—a)* +(y— ) = R?
Luego
y=bEY R~ (r~a)?
La diferencia y~»" es en este caso
ys=2 JRE~G=ay
Luego
a+R e
A:j 2/ R*—(x—a)? dx
R
Se hace todavia

x—a=K cos ¢

I se obtiene
- ;
A:zjeﬁf sin? ¢ d p==R?

Area de lg elipse.
Se toma la ecuacion de la curva bajo la forma

X=a COS ¢

y=bseng
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—— b}

Sea A el 4rea buscado se tendrd, si se nota que la curva es
simétrica respectoa OX

3 e
A:z}{ ydr=2 abJ sin? ¢ d ¢p=mab

-a o

Area’de la cicloide.

Las ecuaciones que definen esta curva son
x=r(u—senu)
y=r (1—cos )

Se tiene

ydr=yr*(1—cosu)® du

Luego, si se busca el 4rea 4 que corresponde a una vuelta
entera del circulo jenerador, se tendrd

27
A=r* j (1—cosu)*du=3m#>
o]

,

Areas de las curvas espresadas en coordenadas po-
lares.

Se descompone el drea en una suma de sectores infinita-
mente pequefios teniendo cada uno un dngulo al centro igual a
d0. Sean 7 1 7+4-dr los radios de unoc de estos sectores, su drea
se podra reemplazar por el de un sector circular de radio » i de
mismo dngulo &8, pues se desprecia as{ una cantidad de drden
superior respecto a b, luego sea

r=7(0)

la ecuacion de la curvai §,, 8, los dngulos que limitan la por=
cion de drea que se quiere evaluar; 4 esta drea se tiene

Az‘%jf} 7% dO

MMbae et e+ e e e e e e
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Si se trata de una curva cerrada como en la figura.siguiente,
se llaman 7 1 " los radios vectores que corresponden a los dos
puntos de interseccion de
un radio OM con la curva,
se trazan las dos tanjen-
tes 04, OB 1ise escribe

BOX
A:}f (77 =7'2) d6

AOX

Ejemplo.

Area del circulo

Su ecuacion es

Luego

Area de la cardioide.
Su ecuacion es

7=R (1+cos 6)
Luego

2 - R:‘.
A=1R? f (1 +cos 0) d9=2"

2
Avea del folium de Descartes.
Su ecuacion es
N 2=3axy+ys=0
O, en coordenadas polares

, 3asen G cos B
" cos? §-F-sen? 6
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Si se llama A el drea de la parte comprendida entre los ejes
0X i OY, se tiene

T
ga? 1 * sen?® O cos? §
A _—:.'2’— (COS“ 6+Sen;} 9)2

o

Para hacer la integracion, se

"

hace
gb=2

ga [ sds
-__-'_——2-—* (I +Z:})2

Se hard todavia

1+28=u

Luego

o]

Areas planas cualesquiera; su evaluacion por wiedro
del planimetro de Amsler

El planimetro de Amsler es un instrumento que permite eva-
luar el drea comprendldo en el interior de una curva cerrada
de forma cualquiera.

Se compone de dos brazos rijidos 04, A4 articulados en .
En el punto O se halla una punta de acero que permite fijar
este punto en el plano de la figura; en A/ se encuentra un estilo
con el cual se sigue el contorno de la curva; por fin en un punto
cualquiera del brazo 4/ o sobre su prolongacion se encuentra
colocada una rueda B que tiene por eje AN, esta rueda des-
canza sobre el plano de la figura.

Para obtener el drea contenido en una curva cerrada se sxg_uc
su contorno con el estilo /7 en un sentido determinado, de iz-
quierda a derecha por eJemplo; cuando el estilo describe el con-
torno entero en el sentido fijado, la rueda B describe cierto

TOMO LXXXIX ) 6
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arco q i el 4rea contenido en la curva tiene por medida el pro-
ducto de « por la lonjitud del brazo 4.
Para demostrar esta propiedad se supone en primer lugar, la
curva cerrada
/‘:‘[ A de forma con-
‘ vexa; se nota
enténces que
siempre Se€
puede elejir el
punto fijo O
de tal manera
que el dngulo
MWAO po lle-
gue a ser igual
a 130°, cuando
el estilo reco-
rre la curva (es
evidente que, "
si el drea con-
siderado fue-

4

, ra demasiado
grande, se podria siempre subdividir en otros mas pequeifios i
evaluar separadamente cada uno de estos 4ltimos.)

Ahora, si se considera un punta cualquiera del plano en el in-
terior de la curva considerada, se ve que el brazo AM no en-
contraré este punto sino una sola vez; miéntras tanto un punto
de la rejion recorrida por el brazo A4/ i esterior a la curva serd
encontrado dos veces por este brazo, una vez en un sentido j
“otra vez en sentido contrario. Si se da a las dreas descritas por
el brazo AM un signo determinado en relacion con el sentido
del movimiento del brazo (por ejemplo, positivas cuando el
brazo los describe de izquierda a derecha i negativas en el caso
contrario), se ve que la suma aljebraica de las areas elementales
descritas por el brazo AM cuando el estilo A/ recorre toda la
curva es igual precisamente al drea contenido en la curva.

Tratemos ahora de evaluar esta suma aljebrdica.

Sean AM 1 A'M" dos posiciones infinitamente préximas del
brazo; el drea infinitamente pequeiio AM A’ M’ debe ser consi~
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[

derado aqui positivo, segun las convenciones admitidas. Para
evaluar esta drea trazemos A'N paraleloa AM iel arco NI
con el radio A"M'; sea NM un arco paralelo a A4’; si se des_
o los infinitamente pequefios de érden superior se podrd

precia /
lazar el drea AMA’ M por la suma

reemp
AANM S NA M

Sea /la lonjitud A, % 1a distancia infinitamente pequefia
de las dos paralelas AM, A’V ie el dngulo NA'M se podrd
escribir, al mismo 6rden de aproximaclon

AMA M =lh+11% ¢
Luego el drea total contenida en la curva serd
A=13h+L0* Ze

Como de los dos brazos 04 i AM no liegan nunca a formar
un angulo de 180° se se ve que

Te=0
Luego
A=IZ}k

La espresion X/ se puede obtener en funcion del arco que
describe la rueda B, en efecto sean B1 B las dos posiciones de
la rueda correspondientes a las posiciones AM, A’ M del brazo
A sea tambien C un punto de la paralela A’/V a una distan-
cia A’ C=A’B"1 CD una perpendicular bajada de ( sobre 45,
es visible que la rueda B llegard a su posicion B’ por medio de
los movimientos sucesivos BD, D, DB’; durante el movi-
miento B0 la rueda no jirard al rededor de su eje; durante el
movimiento DC la circunferencia de la rueda describird un arco
igual a DC o /%1 durante el movimiento CB el arco descrito
por la circunferencia serd—ex A'C.

Sea, por consiguiente, da el arco descrito por la circunferen-
cia B cuando esta pasa de B en &/, se tendrd

da=h—ex A'C
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Luego, si a es el arco total descrito por la rueda, se tendrd

=2h—A'CZe
Como Z =0, quedard
a=Zh
Por consiguiente
A=l

Es facil estender la demostracion al caso de una curva de
forma cualquiera, basta observar que un punto interior a la
curva es siempre encontrado un nimero impar de veces por el
brazo AA,ique el ndmero de encuentros de sentido positivo
es superior de una unidad al nimero de encuentros de sentido
negativoydel mismo modo, un punto esterior a la curva es siem-
pre encontrado por el brazo A un ndmero par de veces, la
mitad son encuentros de sentido positivo i la otra mitad de
sentido negativo. En resimen, la suma aljebrdica de las dreas
descritas por el brazo 4/ queda siempre igual al drea conte-
nido en la curva.

CAPITULO IX
AREAS DE LAS SUPERFICIES CURVAS

Superficies de revolucion

Sea OX el eje de la superficie i A5 una porcion de la curva
meridiana contenida en el plano XOY; un elemento MM’ de
la curva AB enjendrard un tronco de cono. Sean MM’ =ds;
MP=y; el area lateral del tronco de cono enjendrado por MM
tiene por espresion )

27y ds
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N —
Luego el drea enjendrado por una porcion A5 de curva sera

igual a
2 ’/Tf}’ ds
: Y »
| M
Ejemplos. ! 4 /ﬂ,(
Superficie de la es- ! pd

fera. —TLacurva me-
ridiana tiene por

ecuacion
0] PP X
224y =R? i
I se tiene
y:J?z—xl
/ 2
dj:dx\/b}_( d]\ =d HR*
ax j
Luego
yds=Rdx

Sea A el drea buscada se tendrd
: +R :
A=2'TR] dx=4 = R*?
-R

Si se busca el drea de la zona comprendida entre dos abcisas
a ila-+/7 se tiene:

a--h
AZZTRJ dx=2x R A%

Superficie enjendrada por una cicloide.
Las ecuaciones de la carva meridiana son
A=y (1t—senu)

y=r (1—cosu)
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De estas se deduce como se ha indicado mas arriba

u
ds=2 7sen —;\du

Luego

£y

. /2
ydy=z2#? sen — (1—cos u) du

Llamando 4 el area enjendrado por la porcion de cicloide
que corresponde a una vuelta entera de la circunferencia jene-
triz se tendrd

27

. i
? { sen—-i{I1—cos u) du
J 2

A= axr
o
O bien
27 27
% e 3 6
A=27r2| 3 sen —du—27r* [ sen—— di=——
! 2 2 3

o -

2

-T 7

Evaluacion del drea de una porcion de esfera.

Un punto situado sobre una esfera de radio dado es deter-
minado cuando se da el dngulo § que hace el radio OJ con un
eje fijo OZ i el dngulo M que hace el plano Z0M con otro plano
fijo ZOX; por esta razon se dice que § i ¢ son los coordenadas
esféricas del punto A7. )

Los planos que pasan por OZ se llaman jeneralmente meridia-
nos 1 los planos perpendiculares al mismo eje se llaman parale-
Jos; tambien el dngulo 0 se designa jeneralmente con el nombre
de distancia polar del punto M.

Una ecuacien entre 6 i ¢ determinard cierta curva trazada
sobre la esfera; sea, por ejemplo, ABCD una curva esférica que
tiene por ecuacion

f(as ¢>:O

Para evaluar el drea de la porcion de esfera comprendida en
el interior de la curva, se considera el 4rea elemental compren-
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dido entre dos meridianos i dos paralelos infinitamente préxi-
mos; estos planos determinan, por su interseccion con la esfera,

un rectdngulo infinitamente pequefio; sean 6 1 ¢ son las coor-
denadas de M, se trazan dos paralelos de distancias polares @ i
0+40 i dos meridianos que hacen con Z0OX los dngulos ¢ i
¢+dp; sea R el radio de la esfera; el drea de Ia porcion de es-
fera comprendida entre estos planos tendra por valor

R*®sen O d6 do

Para obtener el drea total se sumardn, en primer lugar, todos
los rectdngulos comprendidos entre los meridianos ¢ 1 ¢+ d¢
esta suma se podrd representar por la integral

.
R=d¢ J sen'f df

Eu la figura el meridiano de M corta la curva en los puntos
A1, sean 9, 16, las distancias polares de estos dos puntos;
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la integral deberd ser tomada entre los limites 8, i 6,; estos
dos limites son funciones determinadas de ¢ i se deducen de la
ecuacion dela curva.

Luego se podra escribir

0.
j' sen 04 0=F (¢)
0,

Asi el drea comprendido en la banda infinitamente delgada
AC tiene por espresion

R2d § F ()

Para obtener el drea total se sumardn las dreas de todas las
bandas como A comprendidas entre los dos meridianos tan~
jentes a la curva. Sean 4 cl area total ¢, ¢" los dngulos que
hacen los dos meridianos tanjentes a la curva con el plano Z0X
(dngulos que detérminara tambien la ecuacion de la curva) se
tendra

”

- A:R‘-’J’ F(p)d
¢’ ¢
O bien

¢l/ 92
(1) A=R® L,), dqugl sen 0d 0

NOTA.— En vez de sumar todos los rectdngulos infinitamente
pequefios comprendidos entre dos meridianos infinitamente
proximos, se puede tambien sumar primero los rectdngulos in-
finitamente pequefios comprendidos entre los dos paralelos 8 i
6+ 40, esta suma tendria entonces por espresion

-
R2sen § cz’(:}j de
Los limites de ¢ serdn determinados por la ecuacion de la

curva; en la figura el paralelo de 47 corta la curva en los pun-
tos £ i F; sean ¢,, ¢, los valores de ¢ para estos puntos. Como
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en el caso anterior ¢, i ¢, son funciones de §, de manera que
se podré escribir

$s
f dp=r (6)
2

Se designa por - {(0) el valor de esta integral; el drea com-
prendido entre los dos paralelos infinitamente préximos serd

R* sen 0 db - (6)

Para obtener el drea total 4 se sumardn las dreas de todas
las bandas, como EF, comprendidas entre los dos paralelos’tan-
jentes a la curva.

Sean ', 6" las distancias polares de estos dos paralelos, se
tendra

9”
A:Rﬁfsl sen 0+ (6) 40

O bien
9//

(2) A=R2[ Csen 048|" dg
$

Las dos férmulas (1) i (2) muestran que se puede intervertir
el 6rden de las integraciones; por este motivo se escribe ordma—
riamente

A=sz' sen § db dg

Los limites se fijan a 'nedxda que se hacen las integraciones
succsivas. '
Mas adelante se dard esta misma férmula como caso particu-

lar de la evaluacion del 4rea de una porcion de superficie cual-
quiera.

Problema de Viviani—Se considera. una esfera i tres ejes

rectangulares; en el-plano XOVY se traza una circunferencia
TOMO XC 7



66 *  MEMORIAS CIENTIFICAS 1 LITERARIAS

OmA de didmetro igual al radio de la esfera O4; el cilindro
recto de base OwmA4 i paralelo a 0OZ corta la esfera segun una

curva BIA, se trata de avaluar el drea de la porcion de esfera
que queda afuera del cilindro i limitada por los tres planos de

coordenadas.
Buscaremos en primer lugar la ecuacion esférica de la curva

de interseccion; sea 4/ un punto de esta curva i 8, ¢ sus coor-
denadas esféricas; » la proyeccion de M sobre el plano XQOV.
Los dos tridngulos MOm, mOA son iguales por ser rectdngulos
en s 1itener su hypotenusa igual: O4=0M i el cateto Om

comun. S
T.uego la ecuacion esférica de la curva de interseccion es

0=9

Sea A4 el 4drea buscado, se tiene

A=R% sen 8dbdg
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Sumaremos primero los clementos de superficie comprendi-
dos entre dos paralelos # 1 §+48; es decir, haremos una pri-
mera integracion en la cual se supone 8 constante. Los limites

" de variaciones de ¢ serdn ¢=01 ¢ =6, luego

6
[ dp=0

o]

A:R”}@sen@d@

I
SIE]

Los limites de variacion de 6 serdn aqul §=o hasta §

Por consiguiente

T

A:Rfj? 8 sen 6 49

Qo

Se hard una integracion por partes i se tendrd

jf} sén 6do= ~8 cos 9+jcos 6d=—0 cosO-+sen b
Luego

™
[Z Osen Hdf=1

A=R?,

Ast Ia parte de la superficie esférica que ha quedado afuera
del cilindro tiene un drea igual al cuadrado construido sobre
el radio.

CAPITULO X

VOLUMENES

‘Cuando las secciones hechas en una superficie por una serie
de planos paralelos infinitamente préximos tienen dreas de facil
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evaluacion, el volumen limitado por la superficie se puede obte-
ner por medio de una sola integracion.

Superficies de revolucion.

Asi, sea AB la curva meridiana de una superficie de revoiu-
cion, OX el eje de esta superficie i O ¥ un eje perpendicular a
OX, en el planc de AB. Si y=/ () es la ecuacion de la curva
AB i M uno de los puntos de la curva, el volimen enjendrado
por un elemento M7 de la curva serd un tronco de cono de
altura dr. Como se pueden despreciar los infinitamente peque-
fios de orden superior se podrd reemplazar, el tronco de cono
- por un cilindro de base 7 »2 1 de misma altura dx.

Luego si 7 es el voltimen limitado por la superficie i dos pla
nos perpendiculares al eje 1 de abcisas 2 14 se tendrd

b .
V= —/rj y® dx
a
Esfera.
La curva meridiana tiene por ecuacion
23492 =3
Luego

3__a3

Si b=—a=/4 se escribird

’

Vi) Jeﬂ-—b;ii?””g

Para la esfera entera se tomard &= R, a= — R, entonces

V= f;-w Re

Volimen engendrado por una cicloide que jiva al vededor de su
base. '

Se tiene en este caso
r=7 (u—senu)

y=7 (1—cos u)
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Luego

27
V=mr®| {(Q—cosu)® du=5x77°
C
Superficies en que las secciones por planos paralelos dan secciones
semejantes.
Cono. A .
Sea B la base de un cono i A su altura, x la distancia al vér-
tice de una seccion paralela a la base, & el drea de esta seccion,
se tiene para el volimen

H
V:‘f bdx
Abora
4 xg
U:Bﬁ;
Luego
Ol R Sy
qg2 ], 3
Elipsoidz.
Sea
x? oy p .
a2 + b2 + 2 =1

la ecuacion de Ia superficie referida a tres ejes de coordenadas
rectangulares, si se corta por planos perpendiculares a OX, las
secciones se-

rén  elipses IZC
semejantes /1[\ ’
a la elipse yau
COB; esta /
tiene pordrea
T ¢ b, luego
la  elipse
MPN que
tiene por ab-
cisa x tendrd
por 4rea
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Ahora la ecuacion de la clipsc AHC es

I el voliimen del elipsoide sera

V:vrbcj“ (1—-£ >a’x=-4~7rabc
a 3

2
=3\ /

Voltmenes por medio de una doble integracion.

Es el caso jeneral en que se considera una superficie S de
ecuacion

z=F(x,7)

i el volimen de un cilindro recto limitado por la superficie i que
tiene por base, en el plano X0V, una curva € de ecuacion

f(xy)=0

'Sea entonces M un punto de Sim la proyeccion de este
punto sobre XOY; en m se considera un rectdngulo infinita-
mente pequefio de lados dx, dy, i un prisma de base drdy i
limitado a la superficie dada.

El volimen de este prisma infinitamente delgado, podrd ser
tomado igual a zdrdy, pues se desprecian asi infinitamente pe-
queifios de érden superior a los que se conservan.

Sea 17 el volimen total buscado; para obtener V7 se sumaran
en primer lugar todos los prismas comprendidos entre los pla-
nos de abcisas x, x+dx,; esta suma serd representada por

r

dzx J zdy

En esta integral, # debe ser reemplazado por su valor 7 (x, v)
i x debe ser considerado como una constante, pues para todos
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los prisinas considerados x queda constante; los limites se de-
duciran de la ecuacion de la curva ('; en efecto, esta ecuacion
dara las ordenadas de los puntos de (' que tienen por abcisa .

Sea, en la figura fm la ordenada de w14, 6 los puntos de

encuentro con la curva C; y,, 7, las ordenadas de estos ultimos

puntos; estas ordenadas seran naturalmente funcicnes de z, de
manera que se podra escribir

J2 J2

edy=1% ~Flx,y)dyr=¢ (x)
J1 1 ' -

Asi la suma de los volumenes de los prismas comprendidos
entre los planos x, #+4x serd representada por

dxr ¢ (x)
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Bl voliumen total serd la suma de estas espresiones cuando x
varia entre los limites correspondientes a las dos tanjentes a la
curva ( paralelas al eje OY; sean " »” estas abcisas se tendrd

1

i %" Ve
V=j ¢ (%) dx=f dy f Flxy)dy
2 ’ 1

x

NOTA.— Se puede tambien sumar primero los prismas infini-
tamente delgados comprendidos entre los dos planos y, ¥+ 47,
i en seguida hace variar y entre los l{mites correspondientes a
las dos tanjentes a la curva  paralelas al eje OX se obten-
dria asi

' z,
V=f dy [ O F(xy)dr
7 xy

Se ve entonces, como se ha visto ya mas arriba, que se puede
intervertir el orden de las integraciones; por esto se escribe
jeneralmente

V:jf dx dy F (z,)

Ejemplo.
Volitmien del elzpsoide.

En este caso la ecuacion de la superficie S sera

:E-2 y? 32
PO

cZ
iladelacurva C

xﬂ y?
a T

Para mas facilidad calcularemos la parte del voltmen com-
prendida entre los tres planes de coordenadas; esta parte serd
la octava la parte del voliimen total i se tendrd

b T,
V:Sf dy j z dx
o o
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e

Se ha designado por x, la abcisa que corresponde sobre la
C, a la coordenada y, de manera que la espresion

X
dy}

representa la suma de los volimenes de los prismas compren-
didos entre los planos de ordenadas y, y+dy.
La ecuacion de la curva C nos da

xlzaJI_%;

I la ecuacion de la superficie da tambien

curva

zdx

£

42 j;
g=c o= ="
a% b
O bien
c 9
z=2f\/ Pl
Luego ]
*, $5
¢ 3 R c
20x=— 2 =2t dr="—x,?
o 2 a
O bien
401 - c J/2
sdx=— | 1— I
Aan &
I

b
V=2 wacf

( l--'yl ) a’_y=—4—7r abe
o B 3
Cuando la curva ( del plano X OV se espresa con mas faci-
lidad por medio de coordenadas polares p i w se toma, como
base del prisma elemental, un rectangulo infinitamente pe-
quefio comprendido entre las direcciones 6 1 6+46 i las circun-
TOMO XC 8
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ferencias de radio p 1 p+dp. El drea de este rectdngulo es
p & pda, luego el volimen tendrd por espresion

V‘—“ll’j{ZPdpda)

i los limites de las integraciones dependen, como en el caso an-
terior de la forma de la curva (.

Ejemplo.

Volimen comprendido en un cilindro recto limitado por una
esfera i que tiene por seccion recta una media circunferencia
descrita sobre el radio de la esfera.

La figura serd la que se refiere al problema de Viviani; repre-
sentaremos aqui la curva C
del plano X0Y. Si se su-
man en primer lugar los vo-

0 X

limenes de los prismas com-
prendidos entre las direccio-
nes » i w-+dw. Se deberd
calcular la espresion

e oM
oo [l’w] Zpdp

La ecuacion de la superficie es

274 yi et =R2

O bien

Luego
sm ST 7
La curva C tiene tambien por ecuacion

p=«R sin o
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-1

wm

I se tendrd
oM Rinﬁ____. RS
Epdpz‘ 1‘22-—/3":. pd,o: -3~—(I-C053w)

o
o

En seguida

T
3 5 08

V= j;[ dw(x-«cos3w):—f“i\)ﬂ———2—]€3
3, 6 9

]

El primer término representa precisamente el voltiimen de la
porcion de esfera comprendida entre los tres planos de coorde-
nadas, de manera que el cilindro deja en esta porcion de esfera

2
un voldmen igual a Y R,

Voliimnenes por medio de integrales triples

Un punto en el espacio puede ser fijado por coordenadas po-
lares: su distancia p al orfjen i los angulos llamados anterior-
mente 01 ¢.

El volimen definido por una superficie cualquiera podrd ser
considerado como el limite de la suma de una infinidad de pa-
ralelipidos comprendidos entre dos esferas de radios pip+d p;
dos meridiancs ¢ ¢+d¢ i dos conos de apertura 0 i §-+48. El
volumen de este paralelipedo serd igual al producto de su base
por su altura. La base es un elemento de superficie de la esfera
de radio p; su 4rea sera p? sen 048 d¢; la altura es dp, luego

V= [ff pz sen O 40 dgﬁ dp

Los limites seran todavia fijados por las integraciones suce-
sivas i la forma de la superficie que limita el volimen considerado

Ejemplo.

Sea la esfera de ecuacion

p=2 1K sen QCOSJ'
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Es una esfera de radio & tanjente en el orfjen al plano Z07,
busquemos el volimen de esta esfera. Se hace en primer lugar,
la integracion respecto a p es decir suponiendo ¢ i 8 constantes
se tiene entonces

=z J’JSCB 8 df) d¢ (pg- dp

J

La dltima integral se tomard entre los lfmites p=0
p=2 K sen 0 cos ¢ luego

V:—?—RS ffsin*@cosS G dbdg
3

Ahora se supondrd ¢ constante i 6 variable; los limites de va-
riacion de 0 serdn cero 1 7 1 se tiene

m
j sen* §df= %

4

Luego
p
V:RSJ cos® ¢ d¢

y . . iy .
Los limites seran ahora $p==—-i¢=+4—; por consi-
gulente

+

ol

7~

V=R?*1cos® ¢d¢=iq*1'rk3
_ 3

w3
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