AR

CURSO DE CALCULO INFINITESIMAL

O ANALISIS TRASCENDENTAL

(Conliwmacion)

13. Derivadas de las funciones implicitas.

Sea la ecuacion

(l) /"(.I‘,']'):C

en que C es una constante.

Sc dice que yes funcion implicita de a i se trata de calcular
dy . .

sin resolver la ecuacion en .
dx -

Si, de la ccuacion (1), se despejara y en funcion de @, se ob-
tendria una relacion como

(2) y=/(r)

Para que este valor de ysatisfaga a (1) es preciso que csta
Ultima ecuacion se verifique idénticamente cuando se reemplaza
en clla y por /(a). cs decir que la espresion /7 [, /)] debe
ser jadnticamente fcual @ Cr por consicuiente todos los termi-
nos que contienen . se deben destrair unos con los otros. Luego
la derivada de esta funcion respecto a . debe ser igual a cero.

TOMO LXXXVII 460
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La funcion /7 (x, /) es una funcion compuesta, su derivada
respecto a & tiene por espresion
dF dF df
dv ~ df dx
Asi esta espresion debe ser cero. Reemplazemos, en ella, f

por su valor 7, tendremos

ar  JdF dy

T dr d
O bien
dr
dy dr
dr T 4l
o

El mismo resultado se obtiene de la manera siguiente:
Sea
o= (x.3)
una funcion compuesta en que se considera y como funcion de
1, se sabe que la diferencial de = tiene por espresion
dr dF

a’z=—a7a’:c+ & ady

Si 2 debe ser igual a una constante C su diferencial debe ser
nula, luego dx, Jy deberdn satisfacer a la ecuacion:

dl dI’
s 4 ——dy=0
dx a@x+ dydj (
: s oy o a4
Dec aqui se despeja ¢l mismo valor de 7 aue hemos encon-

trado mas arriba.

Regla.—/lara obtener la derivada de una funcion implicita
como I (x, y)= C se escribe que la difevencial del primer niiem-
broy considerado como una funcion compuesta, es igual a cevo.

Aplicacion.—-Se da la ecuacion

I'J +J/‘.’___y2

w

. . 7y . .
i se pide el valor de —;,ii Scgun la regla indicada, se tendri

2vxdx+2ydy=0
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O bien

Con las reglas anteriormente espuestas se puede obtener la
derivada de una funcion cualquicra: Como la derivada repre-
senta, en jeometria, ¢l cocficiente angular de la tanjente a una
curva, se ve que este primer estudio nos permite ya trazar la
tanjente a una curva, cualquiera que sea su ecuacion.

CAPITULO IV
DE LLAS INTEGRALES

14. Si una funcion /7 (x) tiene por diferencial f(x)jdx, se dice
que 77 (x) es la Zntegral de /(x) dr. Se ve que el cileulo de las
integrales cs el inverso del calculo de las diferenciales.

Desde luego se puede demostrar que si /7 () es una integral
de f (x) dv, todas las integrales de /(¥) dx tendran por espre-
sion /7 (x¥)+ Cen que C es una constante.

En efecto sean /7, (x) i /7, (x)dos integrales distintas de /(%)
dv, estas dos funciones tendran la misma derivada //(¥) luego la
funcion /7, (¥)—/7, (r) tendra siempre por derivada cero. Pero,
se ha demostrado que una funcion que tiene una derivada siem-
pre nula es constante, luego

F,(x)=F,@x)=C
O bien
F, ()=F, (0)+C

Reciprocamente, cs evidente que las dos funciones /7 (2) i
/7 (x)+C tienen la misma diferencial, cualquiera que sea la
constante C.

Asi se puede siempre anadir una constante arbitraria a la in-
tegral /7 (x).

Representacion jeométrica de la integral.
Consideremos una curva plana referida a dos ejes rectangu-
lares OX, OY i sca y=/ (¥) su ecuacion.
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S estiwenrva s /o7 una ordenada fija i 4777 una orde”
nedaomovil de abasca s el arca comprendido entre la curva, el
cje N las dos ordenadas /227077 serdc cierta funcion de
representamosla por /77 1 buscamos su diferencial. Para esto,
e mentemos laovaaiable vde cierta cantidad /77— Jdy el in-
crementy de L funcion es representado por el trapezio infinita-
mente pequeno 2077770 Tacderivada de 77 () sera el Hinite de
Lo cntre 170777777 1 day sabemos que en la determinacion

de este Iimite se pueden
£ 4 despreciar los infinita-

4 v v mente pequenos de or-

1 T den superior a dr, por
: consiguicnte podemos
reemplazar ¢l trapezio
A7 PP por el rectin-
culo A7C17°) pues la
diferencia entre los dos
es representada por el
trianculo 07C A7 este

A A Ultimo tiene un area del

mismo  orden de pe-
queficz que el rectidn-
culo de base J7C 1 de altura A7°C: 07C ¢s iounal a dyv i M'C
cs infinitamente pequena, luego el producto J/Cx 1/ € se
pucde despreciar: la derivada de 19 () serd, pues, el limite de
RVAGVANA ) flayde
) o bien de- o /fla)

s da Y

Ast L funcion /7 Cv) que representa el area /<7177 tiene por
devivada 7 2oy i por consiguiente por diferencial /(1) v, esta
funcion /-7 csopues, T integral de /(1) dr.

Seve queg cnal quicra gue sea laposicion de Tacordenada fija
/27 se obtendva cicmpre laomisma diferencial /(1) dy para cl
arca contada hasta 1o ordenada 777 ahora si ¢l drea contada
desde /o7 hasta 77 tiene por espresion /74 el drea con-
tada desde otrac ardenada onjen tendrd una espresion como
Jocuy4Coes decn que se pucde anadiva lainteoral de /0, o4
wiaconstante anbitraviagresultado conforme alo que se ha ob-
tentdo mas arniba
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Notaremos ahora que ¢l drea £/7747 P es el limite de Ja suma
de un nimero infinitamente grande de trapezios infinitamente
pequeiios andlogos al trapezio A/ A'PP" i comprendidos entre
£/ 1 MP. Cada uno de estos trapezios se pedrd recmplazar por
un rectdngulo andlogo a A7C'PF’, pues esta sustitucion equi-
vale a despreciar infinitamente pequeios de érden superior i se
sabe que cl limite de la suma no cambia por esto; asi la in-
gral /7(x) representa la suma de un ndimero infinitamente
grande de rectangulos infinitamente pequeiios de base drx i de
altura igual a los ordenadas sucesivas de la curva. Por este mo-
tivo se dice a veces suma de f(v) dven vez de zntegral de
/ (x) dviel signo que espresa la integral de f(2) dr es una S
algo deformada (inicial de la palabra suma). Asi para espresar
que /7(v) es la integral de /£ () du sc escribe:

F(x)= f S (x) dv

I, para poner en evidencia la constante arbitraria que sc puede
anadir a la integral, se escribe tambien:

f f@) dr=F (x)+C

[.a interpretacion jeométrica de la integral demuestra que
esta existe siempre porque cuando se da una curva y=/ (v), el
arca comprendida entre esta curva, el eje 0.V 1 dos ordenadas
tales como A/, M/ es perfectamente determinada.

INTEGRALES DEFINIDAS E INDEFINIDAS

15. Cuando, como c¢n ¢l caso anterior, se considera el 4rca
comprendida entre la curva y=/(r), cleje O.Y, una ordenada
fija arbitraria i una ordenada movil de abceisa ), se encuentra,
para este drea, una cierta funcion /7 (v); esta funcion, como he-
mos visto, es la integral de /(x) dv i se escribe:

S de=1 (o) +C

J

/< vy es lo que se llama la dntegral indefinida de f (1) dr.
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Supongamos que se trate ahora de determinar el drea com-
prendido entre la misma curva, el eje OX ilas dos ordenadas
AA’, BB de abcisas @ i b se dira: como cl drea contada desde
LEF hasta la ordenada M P tiene por espresion: /7 (x)+C se
tienc tambien

drca EFBB =1 (b)+C
drea [ 17AA =1"(a)+C

I restando estas dos ecuaciones
area A’ABB' =F (b)—F (a)

La constante arbitraria C ha desaparcecido como debia suce-
der, pucs cl drea A" 55 no puede tener sino un solo valor, se

escribe entdnces

b
(3) ffu) de=1"(b)—F(a)

Las dos letras ¢ i a que se ponen arriba i abajo del signo suma
representan los limites entre los cuales varia v i se llaman /-
tes de la tutegral; b cs el limite superior i a ¢l limite inferior.

b
L.a integral f S (x) dxse llama integral definida porque x
a

varia entre dos limites definidos.
Las dos clases de integrales definidas eindefinidas se llaman
a veces cuadraturas para recordar su interpretacion jeométrica.

La féormula (3) nos muestra inmediatamente que la nutegral
definida cambia de signo cuando sc invierten los limites; en efecto

a b
[ F () de=1 (a)=F (b)= — f F(2) dr
b a

En resimen, para calcular una integral definida, habra que
determinar primero la integral indefinida. Cuando esta Ultima
no sc puede obtener, se puede, a veces, calcular la integral defi-
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nida, sea por medio de artificios que no obedecen a ninguna
regla, sea por medio del método de Cauchy que serd indicado
mas tarde.

16. Las integrales indefinidas, a pesar de que su existencia
ha sido bien demostrada, no por esto sc pueden siempre obte-
ner; la razon de esta dificultad ¢s que las funciones que se
emplean ¢n matematicas son en numero mui reducido, de ma-
nera que varias intcgrales son funciones que no conocemos.

Por esto, los métodos de integracion que vamos a esponer
ahora son mas bien una indicacion de la mancra como se deben
dirijir las investigaciones, pues en mui pocos casos se pueden
obtener las integrales.

1.cr métoudo de integracion.—LEs ¢l método que consiste a
examinar si la funcion que se trata de integrar es la diferencial
de una funcion ya conocida. La aplicacion de este método re-
quiere solamente, como se ve, un poco de memoria i alguna
practica. Asi sc tiene luego

cosx dx=senx

dx

—=/Lx
Py

ex dr=ex

{{x =arctgx
1+rz O

dx

—_,=arcsenx
~/l —x-
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2. Método por sustitucion.
Sea la integral

_/sin a™ cos x dr

A la variable x se sustituye otra variable y de tal mancra
que
sinax=z
Enténces
cosxdv=dz

. smtr o ginmiby
sinm rcosxdr=|s" do="——="— "
m+ m 41

Se ve que la sustitucion de la variable z a la variable & ha
trasformado la primera integral ‘en otra que se sabe integrar
una vez obtenida esta ultima integral se reemplaza en su espre-
sion la variable s por su valor en funcion de .

Seca, por cjemplo:

X dx
N/I g
Pongamos
1422 =z
Sc tendri
2 rdv=dz

rdv C dz
— === 5 0= / -2
[~/l +a® J ' v v

[.uego

Otro cjemplo. Sca
/= | texrdx

Sc pucde escribir

COs v

/- [ sin & dx

Pongamos
cos x=z



CURSO DE CALCULO INFINITESIMAL 665
Se tendrd
—sin v dr=dz

I=— % o _peer i

~
“~

I
CcCos xr

La aplicacion de este método en los ejemplos anteriores es
bien indicada por la forma misma dc las funciones que se tra-
taba de integrar. En los casos mas numerosos no sucede lo
mismo i jeneralmente es una suerte cuando una sustitucion
conduce asf a la integracion; sin embargo cuando una integral
no se puede obtener desde luego se debe siempre tratar de ha-
cer una sustitucion de variable; cuando el método no con-
duce al resultado se aplica el siguicnte:

17. Método de integracion por partes.—Es uno de los
métodos que da relativamente mas integrales; su principio se
deduce de la férmula que da la diferencial de un producto de
dos factores:

d(uv)y=wudv+vdu
O bien
udy=d (uy)—vdu

Si sc toman las integrales de los dos miembros, se obticne

ﬁtdu = zzy—ﬁzz’zt

1.° Ejemplo: Sea la integra]:fora’.r.

Haremos
w=_Lx due di
luego *
dv=x dx v="7"

I aplicando la regla indicada, tendremos

-2 ~2 2 2
j,r[,x dr="" [,.r—fil ir:—”':— Lr—-"
2 x 4

.}

t
[
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2. Ejemplo: Sea la integral:

™ dx

]m = N/’I"_”?

El indice m de 7 cs cl esponente de x en la integral.
ITagamos

‘ =" 1

o rdr
l (I’l’ —

N/l —a®

‘({Il =(m—1) " 2dx
luego

l;/: —_ ,\/l —2x*
Tendremos

/m — — gm—1 \/I—:_\? + (,)1__ 1) |am—2 ,\/_[11 ";(17.\:

Pero
-1-“1—“’ Im
am-z J1—xtdv= \‘/[r_r_lj__f dr— NI dr=1,_,—In
Luego
In=—2am"" 1 =2z +(n—1) Ly ,—(m—1)[m

O bien
m [m :<7”_ l) [11142'—2‘"1-1 Jf—tl“z

Esta formula da 7, en funcion de 7, _,; del mismo modo se
podrd calcular /7, _, en funcion de 7, i asi en seguida; llega-
remos finalmente a /7, si 2 es impar o a /, si m es par.

Se tiene ahora

/ x n’:_r ) N

\/i—,t: -—"‘JI-‘I
P :
L= \/i_»—;—arcsenx

Por consiguiente se podré4 siempre calcular /™.
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No hai mas métodos jencrales para integrar; sin embargo,
hai varias clases de funciones que siempre se pueden integrar
segun reglas bien determinadas, la esposicion de estas reglas de
integracion hard la materia del proximo capitulo.

CAPITULO V
DE LAS FUNCIONES QUE SE PUEDEN SIEMPRE INTEGRAR
Integracion de los polinomios alyebrdicos enteros

18. Sea la integral
ff(,r) dx

en que se tiene
f(x)=Axm +Bam 4. + F
La integral buscada secrd la suma de las siguientes
ASem det Bfam 1 det oo+ E fdx
Se ve que la integracion se podrd siempre efectuar i se tendrd

rm t am

ff(l)dx—f] +I+[) mf-}— ...... +Ex+C

Integracion de las fracciones racionales

F(x)
f/( fad

Si /7°(x) i f(x) son dos polinomios aljebréicos enteros se dice

19. Sea la integral

que £(x) es una fraccion racional.

/(v)
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Supondremos, en primer lugar, que 7 (z) sea de grado supe-
rior a f(x); se efectuard enténces la division de # (x) por

J (x) hasta obtener una resta ¢ () de grado inferior a £ (x), i
se escribird

F(x) ¢ (x)
7)Y O
La funcion v, (¥ ) es entdnces un polinomio entero, i se ad-
¢(x)

mitird que la fraccion es frreductible.

/(%)

Se tendra entdnces

/’(i) ) i (/)(1’)
S )fl’ j\/,(l)d/l*_"f( )

En cl segundo miembro, v (x) es un polinomio aljebrdico
entero, luego se puede efectuar la primera integral. La segunda

tambicn sc pucde cfectuar si sc descompone la fraccion (/fg j

en fracciones simples,
Indicaremos aquf como se hace esta descomposicion.

Descomposicion de las fracciones racionales en fracciones stinples

R0. Por hipdtesis, se supone que la fraccion (/}; j es rre-

ductible; sea i cl grado de la ecuacion f(x)=0 i a una raiz de
orden 2 de multiplicidad, de manera que

J(x)=(x=a)f, (x)
Se tiene idénticamente, cualquicra que sca la constante A, »

p(x)_ A, p(x)=A, fu(x)

Sx) (2= " (x—a) fo()

Si se elije /1, de tal manera qne_¢ (¥ contcnga r—a cn fac-
torsc podrd suprimir ¢l factor comun r—a cn los dos términos
de la ultima fraccion i se tendrd
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$x) _ A pi(x)
f(x) (x=a) 1 (%)

Con las relaciones

¢ (x)=Anfo(x)=(x=a) ¢, (%)
(v=a) ' fo(x)=/, (%)

Se ve que ¢, () serd de gradoinferior a £, (%) i que f, (x)
contiene x—a« a la potencia z—1 solamente; en jeneral la frac-

cion-21 (x)

/i (%)
sus dos términos tengan un factor comun; en este caso el factor
comun tiene que scr una potencia de *—a como se puede ave-
riguar facilmente. En todo caso f, (x) contendrd x—a a la po-

tencia z—1 a lo mas, de manera que sc podra escribir tambien

sera irreductible, sin embargo podria suceder que

P (%) _ A, -, b (,1‘)_

Fi(x) (i—a)p— T A, (x)

/., (x) contendrd x—a a la potencia 2 — 2 a lo mas; si se sigue
de la misma manera sc llegara finalmente a una relacion de la
forma

‘/) (,t’) _ An An-x ks U _‘/)n_ (:7_")‘
f(x)  (x—a)" +(x-—(z)""+"""+ v—a T So(x)

La ultima fraccion serd irreductible, su denominador no con-
tendra mas el factor v—a i el grado de ¢, (x) sera inferior al
de f, (v). La primera constante 4, no puede ser nunca cero
ni infinito porque su valor es dado por la ecuacion

_ ¢ (a)
An = Ju(a)

en que los dos términos son diferentes de cero; miéntras tanto,
los otros coeficientes Au—...... A, o varios de cllos podran ser
nulos.
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.4 descomposicion podrd seguir de Ta misma manera, qui-
tando sucesivamente a 7 (1) todas sus raices. Como b () cs
<iempre de grado inferior a /() se ve que finalmente se lle-
card a una ultima fraccion de la misma forma que las ante-
riores,

Ios ficil ahora de ver que la descomposicion, cualquicra que
sea ¢l procedimiento que se adopte para hacerla, dara siempre
las mismas fracciones simples; en cfecto, supongamos que sc

tenga a la ver

) ) A + A 4 g | ; S ()
Fiag (r—ay | (v—ayr T rT—a /0
h(a { A n I‘ ‘ " 4 ,’III ] 4/;,“ (1)
S, (r—a) (v—a) T r—a /(1

Suponcamos 2 >, los seoundos miembros deben seriddén-
ticos: si e multiplican por (v—a, " i sioen el resultado de la

multiplicacion se hace v« se obtendrd

A0

Del miismo modo se veria que todos Tos numeradores de las
fracciones en que el esponente de v—a es superior a deben

ser coroy luneso tendremaos 270 -0 se debe tener ahora

A4 (v —u )4 e v—ay 4! (v —a)"
/o)
, , o (1
=1 4.1 Cr—agt A tv=a) 4 i )t,r—u;'
J.o ()
Vacitenda oo ot velacion a g <o ohtiene ] 1 div-

viendo entdnces Towdosmicembros por v—a 1 haciendo de nucvo

v o~c obticne ) i ast en sceuida
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Caso de las raices imajinarias.—Sca «+/3 /-1 una
raiz de Grden pde multiplicidad; a esta raiz correspondera otra
a—PY — 1 del mismo érden de multiplicidad, de manera que se
podrit escribir

== )+ 32 S (v)

Se tiene, entonces, la identidad

p(x) Ma+.V o ()= ae+ N/, (v

1

/ ,t‘/‘_lr(,l‘—u/,"'+f'5"J" (v =) +3 ]/

Se determinan J7 1.V de tal manera que el numerador de la
altima fraccion sca divisible por (1 —«)* + 8%; bastard para csto,
rcemplazar 2 por a+/3 o/ —1 ¢ igualar a cero la parte real i cl
cocficientede \/ — 1 en el resultado de la sustitucion. 37 iV
serin perfectamente determinados,

l.a ltima fraccion se podrd entndces simpliticar i en seguida
(/) (.,
VARY,
procedimicento es cl mismo que en ¢l caso de las raices reales i

descomponer de la misma manera que Se ove que cl

sc obtendrid una serie de fracciones en que los denominadores
seran potencias de [ (v—a*)4/3%] i los numeradores polino-
mios del primer grado.
ALBERTO OBRECHT
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Profesor de las clases de mecinica _i caleulo diferencial
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