CURSO DE CALCULO INFINITESIMAL

O ANALISIS TRASCENDENTAL

o "E*\

INTRODUCCION

Augusto Comte, en su luminosa esposicion de la filosofia de
las ciencias, espone que uno de los fines principales de las Ma-
temadticas es de someter los diferentes fendmenos naturales a
las leyes invariables del cdlculo. La primera i mayor dificultad
que se encuentra para esto es de formar ecuaciones entre los di-
ferentes elementos que intervienen en la produccion de estos fe-
némenos; en efecto, las funciones que se emplean en matematicas
se limitan a las aljebrdicas, esponenciales, logaritmicas i trigo-
nométricas (1). Como estas funciones tienen su orijen en el estu-
dio de unos pocos fendmenos naturales de los mas sencillos, sc
concibe la dificultad o mas bien la imposibilidad de poder
espresar desde luego las leyes matemiticas de un fendmeno
dado con el pequeiio nimero de funciones conocidas.

El calculo infinitesimal ha venido a aplanar esta dificultad;
su objetivo, segun esto, cs de facilitar la sise en dquation de los
difercntes fendmenos naturales.

(1) Se podria afadir las funciones elipticas aunque su uso es todavia mui
restrinjido,
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La filosofia de este descubrimiento estraordinario de Leibnitz
i Newton s mui claramente espuesta en la obra de Augusto
Comte: nComo no se pueden obtener directamente ccuaciones
cutre lis cantidades que intervienen en un fendmeno dado, se
buscan relaciones correspondientes entre otras cantidades auxi-
Lares hgadas a las primeras scgun cierta let determinada; estas
cantidades auxiliares son los clementos infinitamente pequenos
de das primeras: sus deferenciales, segun la espresion de Leib-
nitz. Una vez obtenidas las relaciones entre las diferenciales o
los el mentos infinitamente pequenos de las cantidades consi-
deradas se deducen las ecuaciones que ligan estas cantidades
mismas por medio de reglas fijas que constituyen ¢l caleulo in-
tegral.

PRIMERA PARTE

DERIVADA, DIFERENCIALES E INTEGRALES DE LAS FUNCIONES DE TUNA VARIARLE
APLICACTONES JEOMETRICAS

CAPITULO PRIMERO

DE LOS INFINITAMENTE PEQUEXNOS

1. Se llama ufinitamente pequerio una cantidad cariaile que
tiende hacia cero sin llegar nunca a su limite.

Esta concepeion de cantidades infnitamente pequenas no es
nueva, pues los antiguos jedmetros consideraban ya las curvas
como limites de poligonos de un namero infinitamente grande
de Jados infinitamente pequenos; sin embargo a Leibnitz se
dche la concepeion del modo como se deben emplear estas can-
tidades en los calculos.

P'ara csplicar a sus contemporancos lo que cra una cantidad
infinitamente pequena, Leibnitz decia que, entre un infinita-
mente pequeno i otra cantidad finita existia la misma propor-
cion que entre un grano de arena i el volumen de las aguas del
mar. lista era una definicion errdnca porque un infinitamente
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pequeno cs una cantidad esencialmente variable que tiende hi-
cia cero; su magnitud, a un momento dado, puede ser la que
le asigna la comparacion de Leibnitz pero puede ser tambien,
a otro momento, mas pequeiia todavia. \hora, para emplear
estas cantidades en los cdlculos, es natural que se aitada a su
definicion que no lleguen nunca a ser cero, porque con la nada
no sc puede ldjicamente calcular.

2. Clasificacion de los infinitamente pequeiios.

Cuando, en una relacion, sc consideran varios infinitamente
pequenos se elije uno cualquiera de ellos como nfinitamente
LEQUEND principal.

Sec llama entonces: 1.0 nfinitamente pequeiio de primer ordei
todo infinitamente pequeno tal que la razon entre éste i el in-
finitamente pequeno principal tienda hicia un limite finito; 2.°
mfinttaiiente pequeno do drden o todo infinitamente pequeno
tal que la razon entre éste i la potencia # del infinitamente prin-
cipal tienda hacia un limite finito.

Asisea e un angulo infinitamente pequeno que se considera
como infinitamente pequenio principal en una relacion dada:
sen e serd infinitamente pequeno de primer drden, perque la ra-
zon

sen €
¢
ticnde hdcia uno cuando ¢ tiende hacia cero; tambicn 1 —cos e
scra un infinitamente pequeno de segundo 6rden porque
I —CoS €

€™

ticnde hdcia !

cuando e ticnde hacia cero; del mismo modo
¢ —sen ¢ serd de tercer drden porque

€— 5S¢/l €

(’”5

tiende hdcia } cuando ¢ tiende hdcia cero i asi en seguida.

Un arco de curva i su cuerda son infinitamente pequenos del
mismo orden, porque la razon entre los dos tiende hidcia uno
cuando el arco es infinitamente pequeiio.
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En restimen si « es infinitamente principal en una relacion i
3 otro infinitamente pequeio sc dice que 3 es de primer érden
3

a

cuando tiende héicia un limite finito; de segundo drden

cuando ﬁ tiende hacia un limite finito; de dérden # cuando
a”

B, o s g ;
-’ tiende hdcia un limite finito.
o

De ahi se deduce que si y es un infinitamente pequeiio de
orden p i ¢ otro infinitamente de érden ¢ el producto y & sera
infinitamente pequeio de érden p+¢; en efecto sea « el infinita-

v 6— tienden

tmente pequeiio principal, las dos espresiones —%, —
a a

hdcia un limite finito, su producto —3;7 tendrd tambien hdcia
a ¥ .

cierto limiic finito, luego v & es de érden p+g.

3. Primer teorema.

Ll thmite liicia el cual tiende la vason de dos infinitamente pe-
quenos no cambia cuando se recmplasan estos tnfinstamente pe-
quenos por otros que no dificven de los primeios sino de cantidades
infinitamente pequenas de dvden superior.

Sean «, 3, dos infinitamente pequeiios, i «, 3 otros dos liga-

/

dos a los primeros por las relaciones

. a
lim —=1
\ a

(1) .
’ lim '/i=l
\ 3
Se tendra
‘2) lim —=lim %

8 B

I<n efecto se tiene idénticamente

o “ B

a

—= = Yo X —

B BT B
Esta ultima relacion es rigurosamente exacta cualquiera que
sca ¢l orden de pequeiiez de las cantidades que figuran en ella;
por consiguiente el Iimite del primer miembro scra igual al li-
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mite del segundo; este dltimo tiene el mismo limite que su pri-

mer factor, pues los dos ultimos factores tienden hacia uno

segun la hipotesis (1), luego la ecuacion (2) estd demostrada.
Ahora si se tiene

Se puede escribir

a
—=I+€
a

LLa cantidad e siendo infinitamente pequefia. Luego

d=a+tace

El producto de los dos infinitamente pequefios a i e es de
orden superior al 6rden de «; luego « difiere de « de una can-
tidad infinitamente pequena de drden superior a «; del mismo
modo sc veria que 3’ difiere de 8 de una cantidad infinitamente
pequena de drden superior a 3 i como se tiene

. ,
lim. K% = lim. %
se ve que ¢l tcorema estd demostrado.

Este teorema sirve de base a todo el cdlculo diferencial; en
efecto todas las relaciones que se escriben entre cantidades infi-
nitamente pequefas tienen siempre por objetivo final la deter-
minacion del limite hdcia el cual tiende la razon de algunos
infinitamente pequefios a otros de mismo dérden, por consi-
guicnte en todas estas relaciones entre infinitamente pequeiios
sc podrdn suprimir de antemano los de érden superior. Segun
cl teorema anterior vemos, en cfecto, que esta supresion equi-
vale a reemplazar los infinitamente pequefios de la relacion por
otros que no difieren de los primeros sino de cantidades infini-
tamente pequenas de 6rden superior i sabemos que el limite de
una razon entre infinitamente pequefios no se altera por esto.

Asi, si en una relacion figura un dngulo infinitamente pe-
queno ¢ i sus lineas trigonométricas se podrdn reemplazar sen ¢
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pOr €, COS € POr [, porque sin e—e €3 de tercer orden 1 1 —cos e
de secundo orden respecto a e Haciendo estos cambios ¢l limite
final que trata de determinar la relacion considerada no <ufre
ningun cambio.

4. Segundo teorema.

Jsl liniite hdcia el cual ticnde la sunra deown nwiiecro anfinita-
mente grande de infinitamente pequenros no cambiv cuando se
recimplazan los infinttamente pequenos por otros que no dificrei de
los primeros sino de cantidades infinitaniente pequenas de diriden
superior.

Consideremos la suma

4"1-:u]+l(._.+1[..5+ ...... =+,

El segundo miembro es la suma de # cantidades infinita-
mente pequeias, que supondremos, en primer lugar, todas po-
sitivas; se admite que esta suma tiende hacia un hmite finato
cuando » aumenta indefinidamente al mismo tiempo que cada
infinitamente pequedo tiende hacia cero. (Se puede comparar .1
al perimetro de un poligono regular inscrito cn una circunfe-
rencia i a,. wy......r, a los lados del poligono; en este ultimo
caso »1 tiene por limite la circunferencia del circulo circunserito
al poligono).

Consideremos ahora otra suma de infinitamente pequenos

/;:‘.’31 -{—JS’,_, =+ 4"‘_.;**—.....'—{“,(3”

Si estos infinitamente pequenos no difieren de los primeros
sino de cantidades infinitamente pequenas de drden superior se
podra cscribir

.81:”L+“1 €,
B.=uay+u, €
.‘g.‘;z":"*_“:‘ €

B, =a, +an ey
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Las cantidades €, €,......, seran infinitamente pequeias. Su-
mamos estas Ultimas ccuaciones, tendremos

ﬁl +3._, -{-;/‘3_.; + ......—i—B,. =(ct: Fw, dw,+ .ot )+
4y €, Fay €0ty €5F ety €n )

El primer miembro es 5, el primer término del segundo es 4.

L.ucgo sc puede eseribir tambien
AF=A4(a, e, ta, e, tae ;+onitane )

Fista ecuacion es ricurosa, luego los limites de los dos miem-

i
bros son iguales, es decir que
lm A=lm A +0m (u, e, Fay eotoei+ay g )

Para calcular el limite de este dltimo término, notaremos que
€ i Eigmwmeres ¢, son infinitamente pequefios, sea 5 el mayor de
cllos en valor absoluto (el limite hacia el cual tiende 5 es cero);
la espresion entre paréntesis es inferior a la que se obtiene
cuando se reemplazan e, €,.....- en por 7, es decir inferior a

Ui (‘11+u-_» Foeeetuy V=04

Como A tiende hdcia un limite finite 1 4 hacia cero se ve que
¢l término considerado tiende hdcia cero.

Lucygc

lim. B=1lim. I

Si ahora se supone que todos los infinitamente pequenos de
la suma A son negativos la demostracion queda la misma i con-
duce a! mismo resultado.

En jeneral si la suma .1 se compone de varias series de tér-
mMinos unos positivos otros negativos, ¢l teorema quedard exacto
con tal que cada suma parcial de términos del mismo signo
tenva un limite finito.

Con esta sola restriccion se tendrd sicmpre: lim. =lim. /1.

Iiste teorema constituye la base del caleulo integral como se

vera mas adelante.
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CAPITULO II

DE LAS DERIVADAS

9. La primera concepcion de la derivada es debida a Newton,
su definicion es la siguiente: Sea f (1) cierta funcion de x;
/ (x+/t) su valor cuando se reemplaza x por v+ /%, el limite de
la razon

fla+/7)—/ (x)
t

ctando /% tiende hdcia cero sc llama derzvada dela funcion f(x)
i s¢ designa por f7 (x).

Se ve que los dos términos de la fraccion considerada son
infinitamente pequeios cuando / tiende hdcia cero; de manera
que la derivada es cl limite hécia el cual tiende la razon de dos
cantidades infinitamente pequefias,

Esta concepcion de la derivada se presenta naturalmente
cuando se quiere determinar el coeficiente angular dc la tanjente
a una curva plana.

Seauna curva .1/, y=/(x)su
ccuacion referida a dos ejes rec-
tangulares O.\, (015 I/ uno de

! sus puntos i J7° otro punto infi-
nitamente proximo de J7.
: La tanjente a la curva en 1/
o serd, por definicion, el limite de
i la posicion de la sccante 3.7
cuando ./ se aproxima indefini-
damente de /.
Sca a el Angulo que hace esta
7 ' ,lw ~p x  secante I con el cje de las
abcisas o con una paralela J/C a este cje trazada por cl punto
A el coeficiente angular de la tanjente a la curva en .17 scrd el
limite hdcia el cual tiende g « cuando 3/ sc accrca indefinida-

mente a .1/,
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Ahora, ¢n el tridngulo A7.37°C se tiene

a
FA=0C
Supengamos que se haya tomado M/ C=/; trazemos las dos
perpendiculares 177, J'P sobre O, en la figura se tendra

OP=x MP=/(x)
OP =x+17 MP =f(x+47)

Luego

M C=f (x+h)—f (%)

I por consiguiente
Ll —f)

lra
> /!

Cuando .}/ se aproxima indefinidamente de J/, / tiende ha-
cia cero; luego se puede decir que el coeficiente angular de la
tanjente a la curva en 47 es el limite de

fE A=/
V4
cuando / tiende hdcia cero.
En otros términos, ¢l coeficiente angular en un punto de la

curva

‘ r=/(x)
tiene por valor la derivada /' (#) de la funcion f ().
Asi la determinacion de las derivadas tiene como aplicacion
jeométrica el trazado de las tanjentes a las curvas.

NoTA.—Iista representacion jeométrica tiene la ventaja de
indicar mui sencillamente varias propiedades de las derivadas;
asi una curva que tiene todas sus tanjentes paralelas al eje 0.\
no puede ser sino una paralela a este eje; su ecuacion serd

Jr=constante

Por consiguiente una funcion f (%) que tiene una derivada
siempre nula no pucde ser sino una constante.
Este mismo teorema serd demostrado mas adelante.
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Derivadas de algunas funciones sinples

8. Sien la espresion

S+ /l)—7fix)
n

se considera / como infinitamente pequefio principal se podri,
despreciar todos los infinitamente pequenos de drden superior
a / sin que cambie el limite hicia ¢! cual tiende la fraccion
cuando / tiende hicia cero.

Derivada de v cuando » es un niimero entero.

Se tiene
)=

12 (10

—1
Far+ly="x+in" =% 4+ am—1 4 Gl )/2'-' TR e

Como sc pueden despreciar los infinitamente pequenos de
orden superior a /Z se escribird simplemente

S+ =fl2) e am

v/ I
Lucgo
. a4/ —f(x
hm.f\ )=/ )=m.v:”'—’
7t
() bicn
S (v =
. Derivada de sen v
Se ticne
S (v=senx

S+l =sen (r4 /) =sen 1 cos & +cos a sen/

Se podrd aqui reemplazar cos 2 por 1 sen /4 por Z pues esta
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substitucion corresponde a despreciar infinitamente pequenos
de drden superior a /., se tendrd entdnces

Slr+/A)y=senx+/ cosa

St =f(x) _hcosx
Vi V/

El limite buscado es cos .r; por consiguiente

J(ry=cosx

Derivada de ¢ en que se supone « positivo.
Se tiene Flo+l =7 () _axth—ay s ah —1
, - = =% —

Y/ t it

Pongamos
l’lh — I =€
La cantidad e serd infinitamente pequena, pues tiende hicia

cero cuando /4 tiende hacia cero. De la ccuacion anterior se
deduce

a' = 1+4¢

hla=L (14¢)

Se designa por 7 el simbolo de los logaritmos neperianos. Asi

a"‘—l_ € [,1:””_ Ia o
o L(i4+e T L(i4e)E

1
Se sabe que el limite de (14¢€) € cuando ¢ tiende hdcia cero

es igual a ¢ (base de los logaritmos neperianos) por consi-
cuiente

1
lim. L (14+e)€=Le=1

10MO LXXXVII
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Luego

lim. / Qimi(x):a" La
y/
() bien
' (v)=a* La

Se ve que, cuando a es igual a la base ¢ de los logaritmos ne-
perianos la derivada se reduce a ¢*, es decir que la derivada de
¢ cs igual a la funcion misma.

7. Siguiendo estos mismos procedimientos se podria llegar a
obtener las derivadas de todas las funciones; sin embargo los
calculos se hacen mas complicados a medida de la complicacion
de las funciones.

Por esto se han establecido reglas de derivacion que permi-
ten escribir luego la derivada de una funcion cualquiera cuando
sc conocen ya las derivadas obtenidas mas arriba,

Antes de establecer estas reglas, demostraremos el teorema
siguiente:

TEOREMA.—S7 wna funcion f(x) tiene una derivada sicmpre
nula para todos los valorves de x coniprendidos entve a i b, esta fun-
cron es constante.

Sc tiene por definicion

S (v)=lim T_(,‘L/[/zi\)

lLucgo podemos escribir

Lt T e (e

LLa cantidad ¢ ¢s infinitamente pequena, pues tiende hécia
cero cuando /% tiende hicia cero.
De la formula anterior se deduce la siguiente:

S EH D)= D=1 &)+ e
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Kl primer miembro es el ncrencnto de la ficion correspon-
diente al incremento 4 de la variable; este incremento es la suma
de dos términos: uno igual al producto de /4 por la derivada de
la funcion, ¢l otro infinitamente pequeno de orden superior a /4,
pucs es el producto de / por otro infinitamente pequeno e.

Aplicaremos esta formula a la demostracion del teorema.

Scea 2« un valor de o comprendido entre ¢ i 6; dividimos cl
intervalo w—a en 2 partes iguales i sea £ cada una de cllas, se
tendra

u—a=nh

Calculemos el incremento total de la funcion cuando v varia
desde @ hasta u, este incremento serd la suma de los # incre-
mentos siguientes

Slath)y—f ()=l {aV+lie]
f‘,’y(l-i—_‘/’!)—_f(t?—{—/!):/lf,((l—|-/!;+/’le:
JlO)+3k)=flat2l)y=k)f (a+2iv+ e,

Sa+ul)y—flatnu—1/)=f (at+u—101)+ /e,

Si se admite que la derivada es siempre nula cuando x varia
desde @ hasta & los primeros términos de los sezundos miembros
seran nulos, de manera que, si suman las 2 ccuaciones prece-
dentes, se obtendra

Slatuly— fla)=lte, te,+e,+evnnite,)
() bien
flfll)-—f(rl):/l (El+€2+€:;+...... +e€, )

Sca gy la mayor en valor absoluto de las cantidades €,, ¢, ..¢, -
¢l segundo miembro sceri menor en valor absoluto que /oy, o
bien que y (#—a). La cantidad 5 es infinitamente pequena i
tiende hacia cero a medida que /4 tiende hécia cero o a medida

que 2 aumenta, pues 2z / ¢s constante.
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De manera que, elijiendo el nimero x de subdivisiones de
#—a bastante grande se puede hacer /() —/‘a) tan pequeno
como se quiere, pues esta diferencia es siempre menor en menor
absoluto que y (#—a); pero, comno cl valor de f {w)—/ (a no
depende del pumero 2 de subdivisiones de #—a, es preciso
que esta diferencia sea idénticamente nula. Asi, para todos los
valores de # comprendidos entre a i &, f (#) sera igual a / («a),
es decir sera independiente de #, decir que / (%) es indepen-
diente de ¢« ¢ 1o mismo que decir: / () no contiene . luego
tampoco / (1) contendrd a.

Ion restumen la funcion /(1) es una constante.

CAPITULO III
DE LAS DITERENCIALES. —REGLAS DE DERIVACION

8. La consideracion de las diferenciales simplifica mucho la
solucion del problema de la derivacion de una funcion cual-
quicra.

Hemos cstablecido mas arriba la férmula

Flati—f nO=hf ()+he

Sc Hama. por definicion, dezerencial de la funcion f () el
producto /" ). Sc ve que la diferencial de una funcion di-
ficre del incremento de la misma funcion de la cantidad /e que
¢s infinitamente pequena de orden superior a /. Segun esto, la
diferencial podra reemplazar ¢l incremento en todos los pro-
blemas en que se trata de determinar el limite de la razon
entre infinitamente pequenos o el limite de la suma de un
numero infinitamente grande ce cllos.

Si se escribe

y=F ()
s¢ desiona la diferencial de la funcion / (1) por el simbolo

. de suerte que, por definicion, se escribe

dp=it (¥
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A«i la diferencial de una funcion f (ay s, por definicion, el

producto de la derivada /7 () por ¢l incremento 2 de la va-
riable.

155 facil de ver que el incremento de la variable ¢s lo mismo

que su diferencial, porque st se considera la furcion 3= se ten-

dra /()= 7 por consiguicnte:

dax=1/

Asi se podri escribir tambien
dy=7"(v)dx

Iin esta formula v os la diferencial o el incremento de la va-
riable vy dy os la diferencial de la funcion pooo s izual al incre-
mento de g, pero difiere de este incremento Jde una cantidad

infinitamente pequena de Orden superior.

Representacion jeonctrica de la diferencial. — Representemos
la funcion y=/ (1) por una curva referida a dos ¢jes rectangu-
lares (.Y, OY; en ¢l punto ./ de la curva traceimnos la tanjente
A7 Sca I otro punto de la
curva infinitamente proximo de ‘
A tracemos las ordenadas MDD, y
I i la paralela 370 al eje OX
sea V ¢l punto de encuentro de
la tanjente A/ 7 con la ordenada
del punto 47"

Siy es el dngulo que hace la
tanjente J/ 7 con el eje O.Y o su

paralela 3/C se tiene, segun lo
0 P X

|
|
|
]
|
1
que hemos visto mas arriba R I
- ;

wy=s" ()

IEn la figura, J/C es ¢l incremento o la diferencial de la va-
riable & i el incremento de la funcion es representado por
MC; ast

MC=dvr
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Ahora, en el triangulo rectdngulo NC.J/7 se tienc:
NC=MC tgy=dvjf (x)

Por consiguiente .VC es la diferencial de la funcion. Se ve asi
gue el incremento de la funcion se cuenta desde el punto €
hasta ¢l punto de encuentro de la ordenada con la curva i la
difcrencial se cuenta desde el mismo punto € hasta el punto
de encuentro de la ordenada con la tanjente:

En resimen lo diferencial de una funcion de wuna variable es
wgual al producto de la devivada de la funcion respecto a la va-
riable por la diferencial de la cariable,

Reciprocamente, la derivada de una funcion vespecto a wuna va-
riable es ol cuocicnte de las difercuciales dela funcion i de la va-
rinble.

9. Derivadas de las funciones de funciones.
Sean las funciones:

=/ "(u)
I[:H(y)
v=1l (1)

Sc quicre calcular la derivada de  respecto a a es decir el

[Z
valor de -

dr’
Segun lo que hemos establecido mas arriba se podrad escribir:
dy=7"(u) du
du=0"(v) dv
dv=Al (x) dv
Lucgo, climinando a duw i dy
dy=/"(u) & (v) ' (x)dr

dr dv dy
du (/1/ I74%

f’_’]

P =/ "Gy 0 (W) )=

La derivada dc y respecto a v es, segun esta formula, ¢l pro-
ducto de la derivada de y respecto a «, por la derivada de
respecto a p i por la derivada de v respecto a .
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La regla queda evidentemente la misma cualquiera que sca
el numero de funciones.

Esta regla de derivacion permite obtener ficilmente la deri-
vada de una funcion de forma complicada como lo indica el
cjemplo siguiente:

Aplicacion.—Determinar la derivada de la funcion

sen ™y
y=e
Se pondra sucesivamente
y=e
w=y"
y=senzx
I se tendra
dy sin™x
— =" =¢
du
du .
—— =" '=m s "™ 'x
dy
dy
——=CO0S %
dx
Tuego
ay sen™x mo1
=¢ nisen  xcosux
dx

10. Derivadas de las funciones compuestas.

Sea la funcion:
y=/(,v)
En la cual:
u=¢ XV v=1y (x)

Se quiere determinar la derivada de y respecto a x. Por csto
incrementemos x de la cantidad infinitamente pequeiia &v; si se
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pucde determinar el incremento correspondiente de y se for-
mard la razon entre los dos incrementos i el limite de esta ra-
zon seri la derivada buscada. Sc ve ya que en la determinacion
del inecremento de y se podrin despreciar los infinitamente pe-
quenos de orden saperior a dv sin que cambie ¢l limite bus-
cado

Diespreciando pues los infinitamente pequenos de orden su-
perior a drv podremos tomar por incrementos de « i v sus dife-
renciales:

die=q' (r) dx
dy= \/I" () dx

Sea Ay el incremento de y se podrd escribir

Ay=Ff(u+du, v+dv)—= [, v
O bien

A)'Zf(i/-}-(/ﬂ, 1'-%(/1')—/-(!/, l'+ll’1‘)+f<i/, y—}—r/y)-_f(!{, 1/)

Los dos primeros términos representan el incremento de la
funcion f(u, v +dv) cuando « sc cambia en w4 du; v+ d que-
dando constante. ISste incremento se pucde reemplazar por el
producto de du por la derivada de la funcion £ (u, v4dv) to-
mada respecto a #, designaremos esta derivada por /', (#, v+dr)
(el indice w0 indica que, en la derivacion, se considera # sola-
mente como variable). Asi los dos primeros términos de A p se
pucden reemplazar por

du [ (i, v+dy)
Del mismo modo, los dos términos siguicntes se pucden

l'L‘L'[I}l)iilZ}H' por

dv /(1,0

Luego, si se desprecian infinitamente pequerios de drden
supcerior a v se puede reemplazar Ay por la suma

di 7 (u, vtdv)+dv /7, (u, v)

Todavia /", (#, v4dy) sc puede reemplazar por /', (#, v) pues
la diferencia entre estas dos espresiones es infinitamente pe-
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queia i su producto por J« serd infinitamente pequeiia de Or-
den supecrior, se tiene pues rigorosamente

Ay=duf, (u,v)+dv /' (« v)+inf peq. de érden superior.
Se llama, por definicion, diferencial total de p la espresion

dy=du 'y (u, )+dv ), (u, V)

Se ve que esta diferencial podrd reemplazar el incremento
para el cdlculo de la derivada, i se tendrd

dy du dv .
e _{{l__fu (o, 1) +thf,, (2, v)

I.a derivada /™ (u, v), s¢ llama derivada parcial de la funcion

/ respecto i lesi OF o 7F
es a 2« 1 se o designa por —— o
: P 2 b du  di

St v) es la derivada parcial de /o de y respecto a v i se
af dy

designa por -7 o .
= p dy o dy

; del mismo modo

Se pueden escribir, pues, las férmulas anteriores de la ma-
nera siguiente:
adf df
= - —_— {;
. du dl-[+ dv
dy _df du df dvy
dv  du dv' dy dx

O bien
d

b dy
dy= = (i!l—f—::’ dy

dy dy du dy dv

dv du de’ dv dx
Cuando y es una funcion de tres o mas funciones, la demos-

tracion queda la misma i sc llega a las reglas siguientes:
Sca la funcion

)':f(it, Vy e vaine )

en que #, v, w...... son funciones de una variable .
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Se tiene:
ay dy dy
dy=-- du+ - dv+ -dw+. ...
= du dv da "

Ay _dy du dy de dy  do

v dn de Y de @ T e de T

I1. - Aplicaciones.
Diferencial i derivada de una suma de funciones.

Sea
y=u+v+w+....
Se tendra
HIJ' (f)’ (I’_I’

— e =1 3
Jut ! ,{,, 'tllm

Lucgo
dr=du+dv+dn+....

dy du dv  de
dv~ dv T dr + dr +

Asi la diferencial de y es la suma de las diferenciales de
#, v, w... 1 la derivada de p es tambien Ja suma de las derivadas
de w, v, w. ...

Diferencial i derivada de un producto.
Sea, en primer lugar, el producto
y=Cu

en el cual C es una constante; si se da a # un incremento du cs
evidente que el incremento correspondiente de y serd  Cdu
luego

dy=C_Cdu

Por consiguiente, si # es una funcion de 2

dy Cdi(

dv T dr
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Consideremos ahora ¢l producto

y=uv
Se tiene
dy dy_”
d!(_ “) (l'u B

l.uego
dy=vdutudy

dy du dv
dr Vet

st la diferencial de wie prodiucto de dos factores es la suma de
los productos de cada factor por la diferencial del otro.
La derivada de wn producto es la swina de los productos de cada

factor por la devivada del otro.
Si el numero de factores es cualquiera, como

Y=o @,

Se tendra

Del mismo modo

dy _ dy ¥

ek , - = , etc.
dr v dw w
Luego
d}f: F dut -I——J,— dy + i(iw—{- ceenae
14 v w
Tambien

dy _y 1{11+_L tfl’nr; Jy do

dv_ un dv v dv e dv T

l.a regla cs evidente.
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Derivada de un cuociente.

Sea
o
JU:, =
v
Se tiene
dy 1 dy u
die - v ! tl’v - u"'
Luego
I ” vdu—udy
dy=—dnu—  dy=- "~~~
v = v*
dut dy
Y il —
dy dv dv
ll’.l’ - 1/'“'

REGLA. — La diferencial de un cuoctente s tgual al producto del
denominador por la diferencial del numcvador nicios el winicra-
dor por la difevencial del denominador, todo dividido por el cia
drado del denominador.

La derivada se obtiene de la misma manera.

Aplicaciones.— Derivada de cos ..

Se tiene

Sea
T
U =——x
2
Tendremos
y=senu
dy=cos u du=sen x du
di= —dx
Luego

dy= —sen v dr

dy
dx

= —=5enx
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Derivada de tanj. ..

Se tiene
2 sen
=t = -
J £ CcOs 1
T.uego
dy cos® r4sentx 1
dv cos® 1 T cos® oy
. I +sena
Derivada de /
AN 1T —senar
Sca
I +sen.
TN 1—=scena
Se pone
I+ senw
w= s
1—senx
1

V=x o =u
[Luego:

1

dr=1"u du=

I
,,‘Jl-(l’/l
= {

2 COst
di = i L dy
(1 —sen a)=
1) bien:
; I 2cos a4 dx
r— — L, = - i
=2/ (1—sen x)* 1 —senx ‘
Derivada de :.
Sca, jeneralmente
7
J=u
Se tience
dy r—1 dy v,
- =vl ;o=u Lou
dit dy
Lucgo

— ] ’
dy= ! di+u"Lowd
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Iin el caso actual # =y =1, por consiguiente:
dr=a(1+Lx)dx

ar _ . ;
(!'li'—,‘l. (I+L}l)

12.—Derivadas de las funciones inversas.

Sea y=j (r) cierta funcion de x, de esta ecuacion se puede
deducir v=¢ (J) i se dice que ¢ () es la funcion inversa de
/(). Se trata de determinar /' () cuando se conoce ¢’ ( 5).

Se tiene:
dy=J"(v)dv
dr= q’;l (,1'3 Hf}’
Luego:

a_')' N __I__
i A e

Aplicacion.—Derivada de ..

Sea y=7lax
Se deduce
Fe=gy
dr=¢Y (/)’
dyr 11
dr T ey x

. I
LLuego la derivada de Za es —.
A

Derivada de arc # .

Sea
J=arclgx
Se deduce
r=tgy
dr
T ocosty
l.uego:
dy I I

=cCcos* = =

dx T oatigty i
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Derivada de arc sen ..

Sea
Jr=arcsen.x
Se deduce

A=sen

dr=cos ydy
Por consiguiente

a1y I '
dr  cosy

\/I —x®

Se encuentra aqui dos derivadas de la funcion, las dos igua-
les i de signo contrario; cl resultado se esplica ficilmente si se
nota que un arco no es suficientemente definido por su seno; se
sabe en efecto que si v es el seno de un angulo « comprendido

L &3

Tt

7
2

cntrc—-—;—i + ” todos los arcos que tendrdn x por seno scrin

comprendidos en las dos formulas:

j":.'l/\yw—i—u
=2 AK+1)7—u

Los primeros nos dan

[iJ/ [2744
Ay T dx
I los segundos
u{l' _ du
dv T dx

De manera que sc deben encontrar dos valores iguales i de

. . dy ~ y s - .
signos contrarios para /JL_ . En la practica se escribe siempre:
.

a _ 1

V (21.1: - :/ [_,_ k‘-'-!r

i se entiende que ¢l angulo correspondiente a arc sen.v es com-
prendido entre— 4o i +90.
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Derivada de 1™ cuando » es cualquiera, entero o no.

Sea
y=x"
Se deduce
Ly=m Lx

dy dx
o= -
J .
Luego
Jr ,
o = J =il A
dv X

Es la misma férmula que cuando 7 es entero

: 240" =™
Derivada de arctg 2 ° "
a’—3ax*

Se encuentra

dy 3a

TS a*x +.tz
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