SOBRE L.0S METODOS PARA LA ENSENANZA

DE LAS MATEMATICAS EN LOS LICECS (1)

En el programa de estudios para los ramos de las matema-
ticas caractericé oportunamente los diferentes métodos de que
el profesor puede valerse en la enseflanza. ’

El objeto de las siguientes pdjinas es desarrollar un poco
'mas las ideas espuestas, esplicandolas, ante todo, por medio de
algunos ejemplos que pudieran servir de modelo al profesor
para algunas lecciones. Tales ejemplos me parecen de gran im-
portancia, puesto que upa investigacion comparativa sobre el
mayor o menor valor de un método, no puede tener éxito sino
‘tomando por base definiciones i distinciones exactas, lo que
puede hacerse mejor ilustrando los diferentes métodos por me-
-dio de ejemplos adecuados.

Téngase presente de antemano que los métodos de enseflan-
‘za que voi a analizar no son especialmente métodos matemati-
cos, sino que tambien tienen aplicacion a otros ramos. En las
lineas que siguen daremos naturalmente solo ejemplos mate-
maticos.

(1) El presente trabajo es esencialmente una reproduccion de las ideas
manifestadas por el sefior Dr. Fr. Reidt en la primera parte de su obra ti-
‘tulada Anleitung zum mathematischen Unterricht an hoheren Schulen.
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Pasando ahora a considerar los métodos de ensefianza, no
tomaremos por nada en cuenta la manera de ensefiar empleada
muchas veces en este pais, segun la cual el profesor se limita a
designar en el texto las partes o pdjinas que los alumnos tienen
que aprender de memoria para la clase siguiente, haciendo re--
petir de memoria en esta clase lo aprendido; pues este método
ha sido ya materiade critica mas de una vez. Lo que queremos
es esplicar practicamente por medio de ejemplos los tres grupos
de métodos caracterizados en el mencionado programa, a saber,.
los métodos docente i heuristico, sintético i analitico, euclidiano-
i jenético.

§ 1. METODOS DOCENTE 1 HEURISTICO (1)

Para comparar estos dos métodos elejimos un ejemplo de
una leccion de jeometria en el segundo afio de humanidades, o
sea el tratamiento del teorema: vCada dngulo esterior de un
tridngulo equivale a la suma de los dos dngulos no adyacentes: -
del tridngulo.n .

a) Método docente—Despues de haber esplicadolo que es un
angulo esterior de un tridngulo, el profesor dibuja en la pizarra
un tridngulo 4 B C, o hace buscar a los alumnos en el texto la.
figura correspondiente al teorema. El mismo profesor enuncia.
en seguida el teorema, dice que la tésis es que

< CBD=BAC+A CB (fig. 1.2),

trazala linca ausiliar B , paralelaa A C, i esplica de la misma
manera toda la demostracion. Luego hace repetir esta demos-
tracion a uno de los mejores alumnos, i despues talvez tam-
bien a uno de los demas, mas o ménos en las palabras usadas
por €l, ayudando al alumno, en cuanto sea necesario, i sefiala,
en fin, como tarea doméstica para la clase siguiente la repeti-
cion del teorema con su demostracion. En esta clase se repiten
una o mas veces teorema i demostracion, i se pasa en seguida
al teorema siguiente.

(1) Método heuristico, del griego heuriskein=inventar, designa un mé-
todo que hace inventar teoremas nuevos por los mismos alumnos.
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b) Método heuristico—E| profesor traza en la pizarra un
#riangulo A B (i propone en seguida a los alumnos, pasando
«de uno a otro sin drden alguno, mas o ménons los siguientes
-problemas i preguntas, a los que debe contestarse correctamen-
te: ¢Cudntos angulos tiene un tridngulo? —Indique uno de los
4ngulos del tridngulo 4 5 C.—Otro, el tercero.—El profesor
dibuja despues un dngulo esterior € B D, dando la definicion
de tal dngulo. — :Quién puede dibujar otro dngulo esterior?— Un
.alumno tras otro pasa a la pizarra para ejecutar la operacion
en diferentes vértices.—;Cudntos dangules esteriores pueden tra-
zarse en un solo vértice de un tridngulo? ¢Cuédntos dngulos es-
teriores pueden trazarse en todo? ¢A qué clase de dngulos per-
tenecen dos dngulos esteriores dibujados en el mismo vértice?
.<Qué sabemos sobre tales angulos con respecto a sus magnitu-
des? ¢Cudntos angulos esteriores diferentes en magnitud podra
tener, por lo tanto, un tridngulo? ¢Por qué se cuenta en cada
wértice solo 7 angulo esterior? ¢Cudntos angulos esteriores tie-
e, por consiguicnte, un tridngulo?

El profesor borra despues las partes de la figura que no ne-
-cesita, o traza otra figura en la que aparece solamente el trian-
:gulo A B C con el angulo esterior € 8 D, i designa, para abre-
viar, los angulos del tridngulo en 4, B, C, respectivamente
por a, B, v i el dngulo esterior € B D por §.—¢Tienen los tres
angulos interiores del tridngulo todos la misma posicion con
respecto al angulo esterior §? ¢Cudl de los dngulos interiores es
adyacente al dngulo 81 cudles né? ¢Qué teorema conocemos
sobre dangulos adyacentes?

Comparemos ahora tambien la magnitud del dngulo esterior
«con las de los interiores no adyacentes. Considerando 4 C'i
B Ccomodos rectas no paralelas, cortadad por una tercera A D,
¢qué nombre tienen los angulos « i §? ¢Puede ser ¢=¢? Con-
siderando igualmente 4 Ci 4 D como dos rectas no paralelas,
cortadas por unatercera 5 € ien qué relacion estdn v i §? ¢Pue-
de ser y=¢? ¢Cudles son los teoremas anteriores que enuncian
la igualdad de dos dngulos? — Los alumnos recordardn aqui los
teorcmas sobre dngulos iguales respecto de dos lineas paralelas
cortadas por una trasversal.—Para comparar § con « ide qué
modo podemos entdnces trazar una linea ausiliar?>—E! profe-
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sor designa las partes en que queda dividido el dngulo § por ia
recta B E, por 8 i §”.—Siendo B £ paralela a 4 C, debe haber
en la figura un dngulo igual a §'; iqué dngulo serd? ¢Qué nom-
bre tienen a i §'? ¢Cudles son las paralelas, cudl esla trasversal?
— El profesor designa los dngulos iguales a i §’ por medio de
un arco.—¢Hai tambien en la figura un dngulo iguala §”? ¢Cual
es?—El profesor designa estos dngulos por medio de dos arcos
(véase la figura).—¢Por qué razon son los dngulos §” i y iguales?
¢Qué lineas son las paralelas i cuil es ahora la trasversal?—Ahora
bien, siendo §'=aq, §" =+ ¢qué valor tiene §-+46
vale, por lo tanto, el dngulo esterior 2 ¢Qué teorema hemos.
encontrado?

"? A qué equi-

A continuacion se repite la demostracion en la forma sinté-
tica, aprovechando primero la misma figura i despues tambien
otro angulo esterior del mismo tridngulo, u otra figura nueva de
otra posicion i forma.. Esta repeticion puede hacerse del modo-
siguiente (fig. 2.2):

El profesor traza la prolongacion € #de 4 C, i pregunta:
iqué es lo que se guiere demostrar? ¢Qué linea ausiliar se traza
para la demostracion? ¢Cuales son los dngulos iguales en este
caso? ¢Por qué? —Para no interrumpir la série de ideas, no se:
hace mencionar aqu{ las paralelas ni la trasversal. — sQué conse-
cuencia se deduce de esto? — Repetid ahora toda la demostracion.
— Uno de los alumnos esplica toda la demostracion. — En cuan-
to le parezca necesario cerciorarse de la atencion de los demas.
alumnos, el profesor interrumpird al alumno, dirijiendo alguna
pregunta a otro. En la clase siguiente, el profesor hace repetir
una o mas veces la demostracion de un medo andlogo hasta
que, en cuanto sea posible, todos los alumnos sean capaces de
dar cuenta de'toda la demostracion.

Si comparamos ahora los dos métodos espuestos, es induda-
ble, desde luego, que cl método docente es el que conduce mas
lijero al fin de la demostracion. Es éste el método de que se
valen jeneralmente los profesores de la enseflanza superior i
que se sigue en las obras cientificas, i por estas razones es por
que el profesor mismo lo conoce. Ademas, el método docente
es'mas comodo para el profesor i requiere menores esfuerzos
de su parte.
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Asi, pues, los profesores, sobre todo los que principian a en-
sefiar, se inclimardn a valerse en la ensefianza secundaria del
métode docente, i hasta aquellos que conozcan el métodc heurfs-
tico 1 o reconozean como superior al docente, se veran a menu-
doimpulsados a emplear involuntariamente el método docente.
‘Dudoso es, si una ensefianza docente da la materia en una forma
mas cientifica que la heuristica; pero tambien, si se pudiera con-
testar -afirmativamente a esta pregunta, seria sin duda la otra
de nomnenor importancia, si los alumnos llegan por medio del
método docente a entender con perfeccion todo lo tratado.

U= profesor que sigue el método docente en su ensefianza,
por lo jeneral se impondra, despues de algun tiempo, dado el
€xlto insuficiente que alcanza, de que los alumnos no han en-
tendido todo 1o que €l les ha esplicado, pues su método no co-
rresponde a las reglas pedagdjicas jenerales que hat que tomar
-en consideracion cuando se trata de ensefiar a niflos cuya inte-
‘lijencia no estd bastante desarrollada. Como, aplicando el mé-
‘todo decente, los alumnos ne pueden desplegar ninguna activi-
dad prepia, porque casi todo lo absorbe el profesor, no hai
seguridad -de que ellos lo hayan comprendido suficientemente.
Aun cuando ¢l profesor, mediante frecuentes preguntas, trata
de imponerse del grado como los alumnos se han posesionado
de la materia, esto no escluye que ellos repitan de memoria lo
que -acaban de oir o lo que han aprendido en casa. Pero,
aunqre elalumno siguiera las esplicaciones del profesor con
atencion iimtensiva i continuada, i aunque fuera la esposicion
misrza dedas mas claras { comprensibles, sin embargo, cualquie-
raliftelijencia falsa de una premisa podria Imposibilitar el en-
tendimierto de toda la deduccion siguiente.

Supéfluo nos pareceria demostrar que el método heuristico,
«cuyo nomdbre ya indica su objeto, incita la actividad propia del
alumno -fe un modo mui distinto i mucho mas perfecto que
«el:método docente, i que le obliga a prestar atencion a todo el
‘desarrolis, despertando al mismo tiempo su interes. Es ademas
«whero que el método heuristico da la mayor garantia para que
lJos alummos entiendan lo ensefiado i lo conserven cn la memo-
via. (Qué ventaja tiene si el profesor, siguiendo el método do-
wente, llaga a termimar en poco tiempo una materia bastante
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vasta, si al fin i al cabo los alumnos no han entendido nada de
la materia o la han cntendido imperfectamente? El profesor
que tenga en mucho el aprovechamiento de sus alumnos, ob-
servando los malos resultados de su ensefianza, empezard en-
tonces de nuevo a ensefiar segun el mismo método i con el
mismo mal éxito, hasta que, en fin, desespere por completo del
resultado final, cuando los alumnos mismos hayan perdido ya
su interes i no presten atencion sino aparentemente. Claro estd
que la cuestion se agrava mas todavia en el caso que el profe-
sor no trate de convencerse, de vez en cuando, por medio de
repeticiones, de lo que han comprendido i conservado los alum-
nos, sino que siga ensefiando segun el método docente, en la
creencia de que los alumnos hayan aprendido todo lo que él
les habia ensefiado.

Puede ser que las preguntas hechas en el ejemplo mas arriba
esplicado, parezcan a un profesor de no,mucha esperiencia, en
su mayor parte supérfluas i, por eso, perniciosas, puesto que
supone el conocimiento de las contestaciones. Aun mas, tal pro-
fesor hasta temerd que semejantes preguntas no sirvan para
despertar cl interes del alumno, sino para hacerlo desaparecer
por falta de un progreso rdpido en la ensefianza. Pero, tratando
el mismo profesor de ensefiar segun el modelo indicado mas
arriba, vera que, léjos de matar el interes, por el contrario
lo despertard de tal manera que los alumnos tomen parte con
gusto en la discusion, contentos de saber i de poder hacer
algo. Tambien observard el profesor que habrd algunos alum-
10s que no pueden, desde luego, contestar debidamente a las
preguntas mas sencillas, i tendrd entdnces que ocuparse mas
inteasivamente con elles. Este método de ensefianza pondrd en
evidencia al profesor que tambien los alumnos mas atrasados,
poco a poco empiezan a entender i aprenden, merced a la ac-
tividad propia que tienen que ejercitar constantemente, a eje-
cutar, despues de un tiempo no mui largo, desarrollos sencillos
sin su ayuda prévia.

§ 2. METODOS SINTETICO I ANALITICO

En tanto que los métodos considerados en el primer parrafo
se refleren a la ensefianza misma, los con que encabezamos este
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parrafo se relacionan con la demostracion de teoremas o la re-
solucion de problemas.

Como ejemplo elejimos aqui una leccion de estereometria en el

" sesto afio, 0 sea el tratamiento del teorema: vDos rectas per-
pendiculares a un mismo plano son paralelas entre si.u

Suponemos como tratados anteriormente los teoremas si-
guientes: una recta perpendicular a otras dos situadas en un
mismo plano, es perpendicular a cualquiera tercera recta del
plano que pasa por el pié de la primera. Dicha recta que, segun
el teorema anterior, es perpendicular a cualquicra recta que pase
por su pié en el piano, se llama perpendicular al plano. Vice-
versa: todas las rectas perpendiculares en un mismo punto a
una sola i misma racta, se eacuentran en un mismo plano. En
un punto de un plano se puede levantar una sola perpendicular
al plano. Desde un punto fuera de un plano se puede bajar una
sola perpendicular al plano. Esta perpendicular es la linea mas
corta de todas las que sc pueden trazar desde el puntc al plano.
La lonjitud de esta recta se llama la distancia dei punto al
plano.

Pasemos ahora al tratamiento del teorema propueste, segun
los dos métodos:

a). Meétodo sintético.—El profesor enuncia el teorema en cues-
tion o lo hace leer en el texto. En seguida lo esplica trazando
la figura correspcndiente (fig. 3.2) en la pizarra i hace indicar a
los alumnos la hipétesis: A4 B perpendicular a 47 V, C D per-
pendicular a M/ NV, ila tésis: A4 B paralela a ¢ 2. Luego con-
tinda, mas o ménos, del modo siguiente: Para la demostracion
unimos £ con D i levantamos B £ en el plano 47 IV, perpendi-
cular a B D. Luego determinamos los puntos €10 de modo
que ¢ D1 E B reciban lonjitudes arbitrarias, pero entre sf
iguales.—Para no entorpecer ¢l entendimiento de la figura, de-
signamos los estremos de las lonjitudes iguales por las mismas
letras i Z—Si unimos en seguida £ con D i C con B, los
tridngulos B C D 1D E Bson congruentes (iguales en drea i
forma). Esta proposicion i su demostracion las indicaridn los
mismos alumnos, para seguir el método heuristico, i deducirdn
despues, tambien contestando a las preguntas del profesor, que
B C=D E. El profesor hace trazar despues la recta £ C, hace
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demostrar la congruencia de los tridngulos € B Ei £ D Ci
desprender de ésta que << £ D C=C D E=R; en scguida
mostrard que la recta B £ es perpendicular, a la vez, a las tres
rectas B A, B D, B C, ohard que lo encuentren los mismos
alumnos i que deduzcan que estas tres rectas i, por lo tanto,
tambien C D i A B, estdn situadas en un mismo plano, 1 que
por ser perpendiculares a la misma recta 5 [, tienen que ser
paralelas, que es lo que se queria demostrar,

En fin, el profesor hard repetir la demostracion una o mas
veces a un alumno tras otro, o hard tambien que todos tomen
parte en la demostracion.

b). Método analitzco.—La imposibilidad de poder trazar desde
un punto fuera de un plano dos perpendiculares al mismo nos
lleva, en primer lugar, a averiguar la colocacion que deberian
tener dos rectas perpendiculares a un plano en dos puntos
difercntes. Segun lo dicho anteriormente, se sabe ya que las
rectas no pueden cortarse; ¢puede deducirse de esto, como en
el caso andlogo de la planimetria, que las rectas tienen que ser
paralelas? ¢Qué otra posibilidad queda todavia en el espacio?
¢Qué hai que demostrar para eliminar el caso en que se cruzan
las rectas sin encontrarse i para demostrar, por consiguiente,
que deben de ser paralelas? Habra que demostrar que las dos
rectas de que se trata tienen que encontrarse en un mismo
plano. k

Repasando los teoremas anteriores, que espresan un criterio
sobre qué rectas se encuentran en un mismo plano, queda solo
por considerar el teorema indicado: »Todas las rectas perpen-
diculares en un mismo punto a una sola i misma recta, se en-
cuentran en un mismo plano.n Como ahora lasrectas 4 Bi
C D son perpendiculares al plano 47 /V, hai que demostrar -
que, si se dibuja el plano € 2 B determinado por una de las
perpendiculares (D) i el pié de la otra (B), la recta 4 B jun-
ta con otras dos rectas del plano ausiliar C D B, es perpendi-
cular a una cuarta recta. Como una de dichas rectas se nos
ofrece evidentemente la recta B D que une los piés de las dos
perpendiculares; como la otra podemos aprovechar una recta
que una B con cualquier punto () de C D. La cuarta recta,
para que sea a la vez perpendiculara 4 Bia B D, hai que
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trazarla en el plano J/ /V perpendicularmente a £ D, tomemos
la recta B E. Réstanos demostrar ahora que 5 £ es perpendi-

_cular a B C o que el dngulo £ B C es angulo recto.

Para este fin formamos un tridngulo ¢ B £ i tratamos de
demostrar la congruencia de este triangulo con otro rectdngulo.
Se nos ofrece aqui el tridngulo C D E, enel cual el angulo C D E
es recto | ademas tiene la € £ comun con el tridngulo C B £.
Como la lonjitud de la recta B £ todavia queda sin determinar,
podemos elejirla como igual a la de D C. De tal modo los tridn-
gulos CBE i C D E tienen dos lados respectivamente iguales; i
para completar los tres datos necesarios para la congruencia,
conviene fijarse en los lados € B i £ D, que son lados homdlo-
gos de los tridngulos B D i £ D B, cuya congruencia se
deduce ficilmente de la igualdad de dos lados (C D=E B,
B D=D B)i del dngulo comprendido < C D B=E B D=R).
Segun lo espuesto, se puede formar el teorema: nDos rectas
perpendiculares a un mismo plano son paralelas.n

El profesor hace indicar en seguida a los alumnos la demos-
tracion del teorema en la forma sintética como la hemos espli-
cado mas arriba i como la da tambien el texto para ia repeticion
en casa. Esta demostracion la ejecutaran los alumnos mismcs,
a lo ménos los mas adelantados, sin ayuda del profesor, mién-
tras que se entiende que se hace el desarrollo de la demostracion
en la forma de continuas preguntas i contestaciones, las cuales
no hemos querido indicar aquf para abreviar. El punto cardinal
de la enseftanza del profesor dentro del método analitico, esta
en la destreza con que dirije las preguntas a los alumnos para
desarrollar la demostracion.

Si comparamos ahora los dos métodos, el primero parece
tener la ventaja de ser mas corto; teorema i demostracion se
dan a los alumnos en una forma estrecha i precisa, sin que ellos
necesiten esforzarse demasiado. Por el contrario, el segundo
método parece adolecer de minucioso i prolijo. En adelante
veremos que esta apariencia desaparecerd considerando mas
detenidamente los dos métodos. ’

No se puede negar que el método sintético hace cnjendrar las
figuras de un modo artificial. En el ejemplo espuesto mas arriba,
los alumnos no entienden por qué se traza la recta B E, por qué
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se hace B E=D ( etc, pues el por qué queda siempre sin espli-
cacion. Los alumnos creerdn talvez que algun jedmetra haya
encontrado las lineas ausiliares por casualidad; nunca llegardn
a darse cuenta de la razon por la cual se han trazado dichas
jineas i, por lo tanto, tienen que aprender aquella linea ausi-
liar como su lonjitud para poder conservarlo en la memoria.
Pero los alumnos no alcanzardn a retener tantas operaciones
distintas en cada teorema, i por no ser capaces tampoco de
reproducir la demostracion por sf propios, no hai otro remedio
sino repasar frecuentemente lo aprendido en la clase, lo que
fastidiard lo mismo al profesor que al alumno, i hace, en reali-
dad, ilusoria la ventaja de ser mas corto el primer método que
el segundo.

Todo lo contrario sucede con el método analitico. Este se
funda, como ya lo hemos visto, en que se hace preceder a la de-
mostracion sintética un desarrollo al cual se ha dado el nombre
de nandlisis de la demostracion.n Efectivamente, se puede com-
parar el desarrollo analitico de la demostracion de un teorema
<con el andlisis de un problema, sobre todo de construccion. Con
-este método la demostracion no aparece como una cosa estra-
fia hecha por otro, sino que el alumno mismo ve desarrollarse
la demostracion con su propia ayuda. No sc traza ninguna
linea ausiliar sin que el alumno sepa para qué fin ha de servir i
de qué combinaciones de ideas proviene. El alumno, viendo
<6mo se desarrolla Iéjicamente toda la demostracion, no apren-
de tan solo la demostracion, sino tambien el arte de demostrar;
1 si ha ejercitadn este arte no solo en uno sino en numerosos
casos, se encontrard capaz de repetir una demostracion o de re-
construirla segun sus propias ideas i hasta de volver a recons-
truirla despues de algun tiempo. Es claro que tampoco con este
método se puede prescindir de una repeticion de lo aprendido;
pero ésta no necesita ser tan frecuente ni tan detallada como
en el otro caso. '

Este ultimo punto de vista es de gran importancia, puesto
que las diferentes partes del sistema matemadtico estdn tan ca-
racteristicamente ligadas entre si, que parece indispensable con-
servar la mayor parte de los conocimientos adquiridos en los
aflos inferiores i medios hasta el fin de la ensefianza matemati-
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ca. Este hecho impone al profesor como deber el de cuidar que
los alumnos adquieran un saber seguro i duradero.

Dijimos mas arriba que por el método analitico el alumno
aprende el arte de demostrar, i precisamente viene a ser esto
una razon mas para comprobar que el método sintético no tie-
ne la ventaja de ser mas corto que el otro. En verdad, cada
progreso en el arte mencionado, como lo indicamos tambien
en el programa, facilita i abrevia los pasos siguientes. El tra-
bajo que necesitan los alumnos para aprender segun el otro
método, lo vencen agui sin ayuda del profesor, casi sin esfuerzo,
i el mayor interes que los alumnos obtienen por su actividad
propia junto con la de! profesor, la conviccion de una intelijen-
cia mas clara, la confianza aumentada en la fuerza propia que
se desarrolla principaimente en este método, todo esto tiene
por consecuencia un acelanto rdpido.

En fin, last not least, se atiende, ante todo, a la resolucion
de Ja cuestion: jcudl es el método mas adecuado para alcanzar
los objetos de la enscfianza matematica en los establecimientos
de instruccion secundaria? Sobre todo jcudl es el que coadyuva
mas al cultivo del entendimiento 16jico, a la destreza en formar
juicios i conclusiones propias 1 al arte de saber trabajar cienti-
ficamente? No cabe duda que el método analitico tambien en
este respecto lleva la ventaja sobre el otro método.

Antes de terminar con los dos métodos, no dejaremos de
mencionar que éstos son completamente independientes de los
dos tratados en el parrafo primero. Segun lo espuesto, se en-
tiende que el método sintético se relaciona mas con el docente
i el método analitico mas con el heuristico; sin embargo, es per-
mitido aplicar el procedimiento docente a desarrollos analiticos
i el heuristico a sintéticos. La dltima combinacion se ha em-
pleado mas arriba en la esplicacion del método sintético con
respecto a un teorema estereométrico, haciendo que los mismos
alumnos encuentren las razones para las proposiciones esta-
blecidas sintéticamente, i las consecuencias que de ellas se pue-
den deducir.

Asl mismo, es claro que no se necesita, una vez que se haya
empleado cualquicra de las cuatro combinaciones posibles, ate-
nerse estrictamente a ella; dntes puede suponerse que muchos
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profesores, segun el objeto de ensefianza de que se trata, las
mezclen ilas apliquen sucesivamente hasta en la misma de-
mostracion.

§ 3. METODOS EUCLIDIANO (DOGMATICO) I JENETICO

Estos dos métodos se refieren al desarrollo sucesivo de las
verdades matemadticas i al enlace de las mismas entre si. Sabi-
do es que en cl sistema de Euclides, que ha sido el primero en
ordenar la materia matematica, los teoremas se siguen unos a
otros sin una verdadera conexion interior. La tnica norma que
sigue el sistema euclidiano es la de cuidar que no aparezca
ningun teorema dntes de conocerse los demas necesarios para
su demostracion. Es claro que cualquier sistema debe seguir tal
norma; pero no basta con esto, sino que debe tenerse mui pre-
sente un desarrollo jenético de la materia, es decir, un desarro-

llo que tome en cuenta el contenido de los teoremas, de modo
que haga aparecer juntos los teoremas analogos i que conside- .

re mas tarde teoremas que son, tambien segun su contenido
material, consecuencias o amplificaciones de otros. La sucesion
de las varias partes del sistema debe resultar como consecuen-
cia natural de su objeto,i cada investigacion debe hacer ver que
necesita la siguiente como su complemento necesario para lle-
var a cabo el asunto de que se trata.

Hai que advertir todavia, lo que tambien es sabido, que los
diferentes teoremas pueden demostrarse i que los diferentes
problemas pueden resolverse de diferentes modos segun la su-
cesion de las proposiciones que se haya elejido para el siste-
‘ma. Por eso pucde formarse un sistema matemdtico de mui
distintos modos, aprovechando una u otra sucesion de las pro-
posiciones, si se quiere solamente conservar el principio de Eu-
clides. ] ,

Es una consecuencia del método euclidiano, en contraposi-
<ion al método jenético, la de que el alumno tiene que aprender
de memoria sucesivamente, no solo los diferentes teoremas o
problemas con sus demostraciones, sino tambien la sucesion en
que aparecen en el sistema. Si no sucede esto o si la memoria

dawés
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abandona al alumno, no serdn pocos los casos en que él crea
poder demostrar un teorema por otro que, en el sistema eucli-
diano, ha sido demostrado por medio del primero. Estos in-
convenientes pueden evitarse, si el alumno sc acostumbra a
esplicarse la conexion jenética entre los teoremas i a deducir
una proposicion de otra. Para ilustrar lo que acabamos de es-
poner, mediante un ejemplo, elejimos los teoremas sobre la po-
sicion de las cuerdas de un circulo con respecto al centro. No
corresponderia a las exijencias del método jenético, si se hicie-
ran suceder aquellos teoremas inmediatamente a los corres-
pondientes del tridngulo isésceles, aunque son aplicaciones de
éstos; mas conveniente serd considerar sin interrupcion todas
las cuestiones que se refieren a la posicion relativa de un cir-
culo i una recta. Siguiendo el primer camino seria necesario,
para formarse idea acerca de las relaciones que hai entre la
posicion de un circulo i una recta, buscar los teoremas men-
cionados junto con los tridngulos isdsceles, los que espresan
la relacion entre lonjitud de una cuerdai su distancia al centro,
talvez junto con los teoremas sobre tridngulos congruentes, en
fin, los teoremas sobre tanjentes a un circulo en otra parte del
sistema.

En el ejemplo estereométrico esplicado mas arriba, hemos
indicado oportunamente de qué modo puede enlazarse el tec-
rema en cuestion con los inmediatamente anteriores, de modo
que aparezca como la verificacion de una proposicion que se
necesitaba hacer para completar el asunto de que se trata. Ha-
biendo considerado las relaciones entre una recta i un plano
cortado por ella i deducido de éstas la distincion entre rectas
perpendiculares i oblicuas, deberia pasarse primero a la consi-
deracion de una sola perpendicular sobre un plano. El resulta-
do obtenido nos conducia [6jicamente a preguntar por las po-
siciones entre dos i mas perpendiculares al mismo plano, i el
resultado nuevo que tales rectas no pueden pasar por un mismo
punto, nos conducia a dos perpendiculares levantadas en dos
puntos diferentes sobre un mismo plano, es decir, al teorema
esplicado.

De tal modo, no se alcanza solamente que el alumno conser-
ve mejor en la memoria lo aprendido mediante un guion que
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une las varias partes de un sistema, como lo menciondbamos
mas arriba, sino que ademas reciba por el método jenético la
mejor direccion posible para pensar cientificamente. En este
sentido podemos considerar como fin del método jenético la
solucion del problema de nencontrar las leyes que existen en
las particularidades de los elemcentos del espacio como de los
‘numeros i tomar éstas como norma en ¢l agrupamiento de los
teoremas.s Esto es lo que se echa de ménos en el sistema eu-
clidiano, i esto es lo que ha inducido a pedir un desarrollo jené-
tico de las verdades matematicas.

El método-jenético no debe mostrarse solamente en la suce-
sion de las diferentes partes del sistema, en el enlace de los
teoremas i problemas ni en el desarrollo de las nociones, sino
tambien en la manera dc hacer las demostraciones. Séame
‘permitido demostrar con un ejemplo sencillo cémo los princi-
pios del método jenético deben intervenir hasta en los porme-
nores de la manera de demostrar i lo que se consigue con esto
aun con respecto al éxito de la ensefianza.

El teorema de que los dngulos opuestos de un paraleldgra-
mo son entre si iguales, se encuentra jeneralmente demostrado
en los textos por medio de la congruencia de los tridngules
enjendrados por una dc las diagonales. Esta demostracion da
lugar a la opinion de que la congruencia de dichos tridngulos
es indispensable para la deduccion de la igualdad de los angu-
los opuestos, miéntras que esta igualdad estd fundada simple-
mente en Ja naturaleza del paraleldgramo, es decir, en el para-
lelismo de sus lados opuestos o, con otros términos, en el cardc-
ter de los Angulos. Se demuestra, por eso, la igualdad de los
angulos en cuestion, demostrando que ellos forman la misma
suma con un mismo tercer angulo del paralelégramo. El modo
de aprovechar los tridngulos congruentes enjendrados por una
diagonal, parece tener la ventaja de dar al mismo tiempo la
demostracion de la igualdad de los lados opuestos; pero esta
ventaja, si fuera verdadera, no justificaria nunca la falta de [6jica
que se comete, Ademas, la ventaja obtenida es solo aparente,
puesto que respecto de la reciproca del teorema sobre los dngu-
los (si los dngulos opuestos de un cuadrilatero son iguales de dos
en dos, el cuadrildtero es un paralelégramo), hai que recurrir
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siempre a los angulos, i 1a congruencia de los tridngulos mencio-
nados nosirve para nada. De tal modo, la demostracion de esta
reciproca parece tener un cardcter diferente de tedas las demos-
traciones del mismo capitulo, i la uniformidad del tratamiento
se pierde. El método jenético evita estos inconvenientes. La de-
finicion del paralelégramo conduce Idjicamente, en primer
lugar, a |2 investigacion de las calidades de sus 2ngulos, inves-
tigacion que, siendo la definicion independiente de la lonjitud de
los lados, no se vale de ninguna diagonal. Solo, en scguando
lugar, se pregunta por las relaciones que hai entre las lonjitu-
des de los lados, 1 solo entdénces se necesita una diagonal para
la demostracion de los teoremas correspondientes. Es induda-
ble que tal camino se graba con facilidad en el entendimiento
i en la memoria de los alumnos, quietes ya no necesitan fijarse
en un modo de demostrar que tnicamente sirve para la reci--
proca mencionada.

Los seis métodos considerados ofrecen, entre todas sus com-
binaciones posibles, dos que sobresalen sobre las demas per la
correspondencia entre sus partes, a saber, las combinaciones de
los métodos docente sintético-euclidiano i heuristico-analitico-
jenético. Segun las esposiciones que acabamos de dar, parece
cvidente que la ultima combinacion es la que trata de alcanzar
la metodolojia de la ensefianza matematica.

§ 4. OTRAS OBSERVACIONES SOBRE L1.OS METODOS
CARACTERIZADOS

Si, como resultado de las investigaciones precedentes, hemos
encontrado la regla de que la forma de la ensefianza ha de ser
heuristica, el tratamiento de la materia analitico i el desarrolo
del sistema jenético, esto no quiere indicar una norma inviola-
ble, sino solamente una instruccion que hai que tomar en cuen-
ta, en cuanto sea posible; pues hemos visto que tambien los
demas métodos ofrecen ciertas ventajas que en ciertas circuns-
tancias ganan en valor i autorizan su aplicacion en casos escep-
cionales. Puede suceder que un profesor haya tenido que tro-

pezar con dificultades inesperadas en cierto curso, dificultades
TOMO LXXXV 4
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que han limitado el tiempo que queda en el afio escolar; si
despues quicre, sin embargo, terminar la materia propuesta,
puede emplear, en tal caso, el método docente i considerar sin-
téticamente algunaspartes de la materia. Esto se reflere alosafios
superiores, cuyos alumnos ya deben estar bastante adelantados.
Para Jos alumnos del sesto afio, sobre todo para los que piensan
continuar sus estudios en la Universidad o en otros estableci-
mientos de ensefianza superior, se puede apelar a tal procedi-
miento sin perjuicio, puecsto que se acostumbra de este modo a los
alumnos a seguir con atencion una esplicacion larga, como la
tendran que presenciar ordinariamente en los cstablecimientos
mencionados. Ademas, puede establecerse como regla que,
miéntras mas adelantan los alumnos en sus estudios, mas acti-
vidad mental hai que exijirles, de modo que ya no sea nece-
rio preguntarle al alumno del cuarto afio por cada punto para
conservar vivo su interes. Lo que puede hacer ¢l mismo jque
lo haga! Las preguntas ticnen solo por objeto, en este caso,
darle un impulso al alumno para que se ponga a trabajar i
cerciorarse-de que €l ha hecho este trabajo.

© Asi mismo es claro que un profesor acostumbrado a hacer
la ensenanza segun el método docente-sintético, necesitara tra-
bajo para apropiarse del método heuristico-analitico; pero este
trabajo no parece insuperable, i a pesar de las observaciones
que acabamos de hacer, debera cada profesor adiestrarse en la
aplicacion de los métodos preferidos.

Para reducir a ejemplo que el procedimiento recomendado
como regla se puede ejecutar tambien en otras partes de la
ensefianza matemdtica, consideraremos todavia una leccion de
trigonometria en ¢l quinto afio de humanidades.

" Sea, por ejzmplo, la resolucion del problema siguiente: nespre-
sar las funciones trigonométricas de la suma o diferencia de dos
angulos por la de los dngulos mismosn.

Para dibujar la suma de dos dngulos «, 83, se aplica al lado
del dngulo B A C=a el otro € 4 D=4 (fig. 4). Como se ha
dado la definicion de las funciones trigonométricas por medio
de un tridngulo rectdngulo, se debe procurar establecer esta figu-
ra. Ahora bien, si se quiere encontrar el seno de la suma a+ 3,
o sea del dngulo D A4 5, se puede bajar desde cualquier punto



LA ENSENANZA DE LAS MATEMATICAS 51

D de uno de sus lados, 1a perpendicular D £ al otro. Entdnces

serd
DE
sen (a+ﬁ):2—ﬁ

Pcro nada nos impide clejir la Jonjitud de 4 D como uni-
dad, de suerte que tendremos

sen (a+B3)=D E

 El problema se reduce ahora a este otro: espresar 2) £ por-
las funciones de los dngulos « 1 8. Para este fin necesitamos colo-
car ¢ como B en tridngulos rectdngulos. Desde luego, se nos
ofrece para el dngulo 8 la hipotenusa cémoda A D=1. Si, por
lo tanto, bajamos desde D la D F, perpendicular a A C, tencmos
un tridngulo rectangulo 4 D F, que contiene a 8. Continuando-
por ci mismo punto Z, convicne bajar desde este puntoe la per-
pendicular # G a 4.5, para establecer un triangulo rectangulo
A F G, que contizne a a. Para relacionar, en seguida, O £ con
este tridngulo, se puede trazar D A, paralela a 4 B, hasta encon--
trar la prolongada G < (I) De tal modo resulta £ D=G H=
GF+FA

~ La primera de estas rectas, G 7, estd contenida en el tridn-
gulo rectangulo 4 G F como cateto opuesto al dngulo «; se
tiene, por consiguiente,

GF=A4 Fsen g

A Fes el cateto adyacente al dngulo 8 en el tridngulo rec-
tangulo A £ D, en el cual la hipotenusa 4 D es =1. De aqui
A F=cos 31, en fin,

G F=senacos (3

La segunda de las rectas, /7 /4, cuyo valor se necesita espre-
sar todavia, forma parte del tridngulo rectdngulo D F /7, en el .

1
(1) Podria trazarse tambien por F la paralela 7 A a A B hasta en-
coutrar 2 0 £, pero de este modo no resulta la-formula en el debido orden.:
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cual el dngulo D F /H es=qa.—Si para la demostracion de esta

igualdad (< D F H=a) no se quiere recurrir a un teorema de

planimetria sobre dngulos que tienen sus lados respectivamen-

te perpendiculares, pucde demostrarsela aprovechando el dngu-

lo A F G, que es el complemento tantode D 7 H, por ser

<A FD=R, como de q, por ser el tridngulo A F G rectangulo.
Siempre resulta

FH=DFcos a

i siendo D F cateto opuesto al éngulo B en el tridngulo rectdn-
gulo 4 7 D, cuya hipotenusa es =1, se tiene D F=sen i

F H= cos « sen B

i

De lo dicho se desprende ia férmula
sen (a + B)=sen a cos 8 + cos a sen 8

La misma figura 4.* puede servir para el desarrollo de
cos (a + B), i éste lo encontrard la mayor parte de los alumnos
ya casi sin ayuda del profesor. Aqui vamos a dar este desarrollo
en la forma de preguntas dirijidas por el profesor, para hacer
ver como puede operarse en la clase misma.

¢En-qué tridngulo necesitamos buscar cos (e + 8)? ¢Qué lado
sera igual a cos (a + 3)? siendo la hipotenusa A D =1? ¢Pode-
mos espresar a.4 D por otros trazos, en forma de suma o dife-
rencia? (En qué tridngulo estd situada 4 G icon cudl de los
dngulos a 1 B se relaciona? ¢(Qué posicion tiene 4 G respecto
de este éngulo a i por qué funcion de « podemos representar
a A G7 ¢Qué razon es igual a cos «? ¢Qué resulta por eso para
A G? ¢:En qué tridngulo se encuentra ahora 4 #? ¢Por qué an-
gulo podemos espresar a A4 F? ¢Por qué funcion de este angulo?
JQué resulta, por consiguiente, para A F' i qué para A G?

- Para espresara £ G, podemos reemplazarla por otrarecta: ¢por
cudl? ¢En qué tridngulo esté situada D H? ¢Por medio de qué
dngulo es posible espresar a D A? ¢Qué posicion tiene D A con
respecto-a este angulo? ¢De qué funcion tendremos que valer-



LA ENSENANZA DE LAS MATEMATICAS 53

nos? ¢A qué equivale sen D FH? :Qué resulta por eso. para
D H? sMediante qué tridngulo habrd que espresara 0 £? ;Por
qué dngulo? ¢Por qué funcion de este dngulo? ¢Qué encontramos
para D F? ¢Qué para D /2 :Qué, en fin, para cos (a+(3)? Com-
parense la férmula encontrada con la férmula para sen (a+/3).
¢En qué consisten las diferencias esteriores de las dos férmulas?

ILa estension completa de estas preguntas no es, sin duda,
necesaria sino para con alumnos atrasados; los demas encon-
trardn de por si algunas partes intermedias del desarrollo. -

Pasando en seguida al desarrollo del seno i coseno de una
diferencia a— 3, el cual puede darse casi con las mismas pala-
bras que el anterior, el profesor exijira hasta a los alumnos mas
atrasados que salten preguntas intermedias, como las siguientes:
cen qué tridngulo estd la recta por espresar? ¢por qué dngulo
puede espresdrsela? ¢por qué-funcion de este angulo? etc, ha-
ciendo indicar solamente los resultados- finales para cada trazo
en cuestion. Alumnos mas intelijentes dardn regularmente todo
el desarrollo segun lo anteriormente esplicado, i necesitardn,
a lo sumo, una ayuda para cstablecer la figura. Todos encon-
trardn que, en este caso, se debe aplicar el dngulo C4 D=0 ha-
cia cl interior del dngulo C 4 B=g¢, 1 tambien que se puede
“hacer otra vez 4 D=1 i trazar D E perpendicularmente a 4 B,
DFaACiAGa AP (fig. 5*). Pero ahora convendria que el
profesor impidiera que los alumnos, talvez para armonizar la
‘figura con'la anterior, trazaran la paralela a G F por #en lugar
de trazarla por . Es verdad que se podria aprovechar tambien
una paraleia trazada por # a 4 B, pero de tal modo no se al-
canzaria a conservar la analojla completa verbal de los dos des-
arrollos.

Antes de pasar al desarrollo de las tanjentes I cotanjentes de
(a+B) i dc («—fB), conviene llamar la atencion de los alumnos
hécia lo siguiente: que en las figuras 4.2 i 5.*se ha tomado como
suposicion tacita los dngulos a, 8, ¢+ 3 - como dngulos agudos.
Queda por averiguar todavia si las férmulas valen jeneral-
mente. Esta averiguacion se convierte, por medio de las figuras
adecuadas a los demas casos, en una mera repeticion de lo an-

-teriormente dicho, puesto que los -desarrollos se conservan—
snutatis mutandis—casi verbalmente,. Resulta de aqui que las
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+£6rmulas tienen valor jeneral. Siendo mui fastidioso i prolijo tal
procedimiento de repetir todas las construcciones i frases para
cada caso posible, bastard hacer demostrar, i estosolo en uno o
dos casos, las férmulas como tarea doméstica i aprovechar para
.comprobar la validez jeneral en los demas casos las formulas
ya demostradas:

sen (180°— a)=senq, cos (180°—a)= —cos « etc.

Sea, por ejemplo, a un dngulo obtuso, 8 un dngulo agudo.

Para averiguar cos (a+ 3) scsustituye 180°—¢ en lugar de a.
Cen esta sustitucion i aprovechando las férmulas mencionadas,
se deducen sucesivamente las relaciones siguientes:

cos {a+B)=cos (180°—a+B)= —cos {¢'—B)=
=-—cos o’ cos B—sen o’ sen B=
= —cos (180°—a) cos B—sen (180°—a)sen B
=cos a cos B—scn a sen 3.

Las férmulas para sen (180°—a) etc. no sirven para el caso
en que a i 83 sean agudos, miéntras (a+ (3) es obtuso o recto; de
suerte que siempre serd indispensable hacer desarrollar para
.este caso las férmulas respectivas mediante una figura especial.

El inconveniente de tener que demostrar la validez jeneral
de una {érmula deducida de una figura especial i sus consecuen-

"clas mas arriba indicadas, se evitan copleando en lugar del des-
arrollo jeométrico otro analitico. Esto nos conduce a la apli-
cacion del procedimiento analitico respecto de los desarrollos
de las funciones tanjente i cotanjente no esplicados todavia.

, sen a cos a . ,
Aprovechando tg a=———-, cotg a=—— (1) etc. i las for-
cos a sen g

wmulas desarrolladas para sen (a==3), cos (a==8), resultan otras
tantas férmulas para tanjente i cotanjente que tienen valor je-
-neral.

(1) Aunque se escribe segun la ortografia chilena con j, la palabra fez-
Jente, me parece util dejar la g en las abreviaciones tg 1 cotg, puesto que
tienen, como signos matemadticos, uso internacional.
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Pucde preguntarse ahora si no seria conveniente, dadala va-
lidez jeneral de los desarrollos analiticos, limitar los desarrollos
jeométricos esplicados en este parrafo a lo mas necesario. Efec-
tivamente, pueden obtenerse sin dificultad las férmulas para el
coseno aplicando a las férmulas para el seno la relacion cono-
cida

cosxr=1—sen3x

Con este procedimiento se tendria la ventaja de no necesitar
ya una demostracion para la validez jeneral de las férmulas para
cos (@ == B), una vez demostrada la jeneralidad de las férmulas
para sen (& == 3). Pero de ninguna manera debe admitirse que
se deduzcan de las formulas para las funciones de (a+08) las
correspondientes para (« — 3) sustituyendo en aquellas — 8 en lu-
garde + 31 aplicando las férmulas para las funciones de dngulos
negativos (1), pues las deducciones de la figura 4.* hansido obte-
nidas bajo la espresiva suposicion de que 8 es un dngulo positi-
vo. Seria necesario demostrar antes que dichas deducciones valen
tambien cuando B3 es negativo; pero esta demostracion se ha da-
do por medio de la figura 5.2 para a — 8. Puede decirse que los dos
desarrollos para a4+ 1 a—f3 son desarrollos de un solo i mis-
mo teorema para los dos casos diferentes de que 8 es positivo
o negativo. s esta la razon tambien por qué fué posible dar
los dos desarrolios casi en las mismas palabras.

Claro esta que, despues de haber dado los desarrollos, se pue-
de advertir a los alumnos que el resuitado de las investigacio-
nes ha sido tal que una férmula debe convertirse en otra corres-
pondiente, si sc reemplaza + 3 por— .

Con respecto al desarrollo analitico mas arriba mencionado,
de las férmulas para el coseno, dadas las férmulas para el seno,
creemos que no se debe admitirlo tampoco en la ensecfianza se-
cundaria. Partes homojéneas de la ensefianza, deben tratarse
homojéneamente en cuanto posible sca. Esto tiene la ventaja
de facilitar el trabajo tanto para el profesor como para los

(1) Este error se encuentra en los Apuntes de Trigonometria Rectilinea de
don Nicéforo Stuardo, paj. 37. ’



56 MEMORIAS CIENT{FICAS I LITERARIAS

alumnos; un desarrollo aparece como complemento del otro i
ofrece una repeticion de los procedimientos en otra forma i sin
cansar a los alumnos. Ademas, con este tratamiento se hace
evidente la posicion coordinada de las férmulas en el sistema,
de modo que una no aparece, ni en posicion ni en desarrollo,
dependiente de la otra, lo que no es de ninguna manera segun
su naturaleza interior.

En fin, el desarrollo jeométrico es preferible por ser mas in-
tuitivo 1 por facilitar la intelijencia clara de los razonamientos.
Es claro que, si el desarrollo analitico da indudablemente un
resuitado exacto, claro es tambien que no hace evidentes, por
ejemplo, las razones para las analojfas asi como para las dife-
rencias que revistan las formas de las formulas encontradas al
fin. Si despues desarrollamos analiticamente tg («+3) etc, esto
no es una inconsecuencia, puesto que las tanjentes i cotanjentes
no estan coordinadas de igual modo en el desarrollo jeométrico.
a los senos como lo estdn los cosenos.

CONCLUSION

Puede parecer estrafio que entre los cjemplos espuestos
mas arriba no se encuentre ninguno que haga referencia al
dljebra.

En verdad, este ramo de Jas matemadticas no es tan propio
como los demas ramos para servir como ejemplo de esplicacion
de los métodos. Talvez provenga esto de que las demostra-
ciones de los teoremas de dljebra elemental son jeneralmente
mui abstractas i que los diferentes teoremas no estdn tan inti-
mamente ligados entre s{ como los de los ramos jeométricos.
Por eso los alumnos en este ramo necesitaran mas una ayuda
cficaz del profesor, tanto para establecer los teoremas como
para encontrar las demostraciones. Sin embargo, es posible
emplear los métcdos preferidos tambien en dljebra, aunque no
tan esclusivamente.

Consideremos, para terminar, una leccion de dljebra en el
quinto afio de humanidades, o sca el problema de #resolver una
ecuacion del segundo grado con unaincégnita dada en la forma
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comnleta.s Se toma como conocida la resolucion de dichas
ccuaciones dadas en la forma incompleta.
La ecuacion por resolver serd

Por analojfa con la forma incompleta de una ecuacion del
segundo grado, los alumnos tlegardn a decir que se podria en-
contrar la resolucion, si el primer miembro fuera un cuadrado.
;Puede ser un cuadrado? ¢De cudntos términos consta ¢l cua-
drado de un binomio? ¢Qué forma tiene, por ejemplo, ¢l cua-
drado de (a+&y Comparando esta forma a® +2a &+ 42 con el
primer miembro x? -+ & (qué término falta® ;Qué forma debe

. . . b .
tener cste término siendo & comparable con @ i p con —? ¢Qué

.\‘l
| que falta para tras-

/
\ /

w!\:-

necesitamos hacer con el término(
\

formar la ecuacion propuesta en otra equivalente? Los alum-
nos encontraran, de tal manera, la ecuacion

\ 3

:Cémo podemos escribir el primer miembro? ¢Qué mas hai
que hacer para pasar del cuadrado a la potencia? ¢Cudntos sig-
nos llevard la raiz cuadrada? (Qué se necesita hacer para des-
pejar a 7 Esprésense la formula desarrollada

s [T

en palabras.

Antes de ejercitar esta formula, se hace ejecutar las opera-
ciones indicadas en numerosas ecuaciones, hasta que se haya
cerciorado el profesor de que todos los alumnos han entendido
bien los procedimientos que conducen de una cuestion a la in-
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mediatamente siguiente. En seguida se hace ejercitar la {or-

mula encontrada con numerosos cjercicios de variadas clases,

pasando, en fin, a la discusion de la férmula ya preparada por

los ejercicios. En ésta se considera detenidamenteel caso

2, +p xr=—g, tomand_ <;’<] 1 tambien el caso en que ¢ es
4

=0 ique da por eso una raiz r=0. El dltimo caso se encuen-
tra a menudo cn problemas de trigonometria i estereometria.

Yaqueda dicho en el programa de matematicas que los ejer-
cicios no deben limitarse a la resolucion de ecuaciones pro-
puestas, sino que deben considerarse tambien muchas otras que
proponen primero plantear la ccuacion.

Dr. A. TAFELMACHER
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