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SOBRE EL TEOREMA DE FERMAT

DE QUE LA ECUACION x"+y"=z" NO TIENE SOLUCION
EN NUMEROS ENTEROS x, ¥,z I SIENDO n>2

- S

Entre los varios teoremas, establecidos sin demostracion por
Fermat (*), el que forma cl tema del presente trabajo, es el mas
conocido i el mas tratado. Existen hasta hoi demostraciones de
este teorema, debidas a los jeémetras Euler (*¥*) para =3 i
n=4, Gauss (¥**) para z=3, G. Lejeune—Dirichlet (****)
para z=14 i Kummer (****¥*) para cualquier valor de z con
ciertas excepciones, relacionadas a los nimeros de Bernoulli.

(*) Pierre Fermat (r590-1664) vivia como jurisconsulto en Tolosa
(Francia). El teorema en cuestion se encuentm en sus «OQéserv. ad Dioph.
Arithm. 1T, 8>

(™) «leonhard Eulers vollstindige Anleitung Zurniederen und hoeheren
Algebra, nack der franzisischen Ausgabe des Herrn de la Grange mit Anmer~
kungen urd Zusditzen herausgegeden, von Johann Philipp Grison (1796). 2.
Theil, TI. Abschnitt § 243.»

(***) Gauss Werke, t. I, pdjs. 387-391. Aqui se encuentran los datos su-
ficientes para demostraciones de los casos #=3 i #=35.

(***) G. Lejeune—Dirichlet: «Démosiration du théoréme de Fermat pour
le cas des 14 puissances.» Berlin, 1832. «Fournal fiir veine und angewandte
Mathematik, von A. Crelle.» Tom. IX, pajs. 390-393.

(*****) El profesor Kummer ha dado la demostracion en uno de sus tra-

" tados sobre nitmeros complejos, publicados en el mencionado Journal, to-

mo XL, pdjs. 130-138.
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Aunque, ahora, de todas las demostraciones para un teorema
que se refiere a nimeros reales, son preferibles las hechas por
medio de estos mismos nimeros, no ofrecen esta ventaja, sing
las demostraciones de Euler, miéntras que las de Gauss i Diri-
chlet estan fundadas en la consideracion de ntimeros complejos
en el sentido ordinario i la de Kummer en. los llamados ndme-
ros ideales, introducidos por este conocido profesor de mate-
maticas de la Universidad de Berlin.

El presente trabajo contendrd un método de demostracion
que, tomando en consideracion solo los nimeros reales i enteros,
posibilita la aplicacion aun a los casos no considerados todavia,

Considerando la ecuacion
o m

hai que hacer, desde luego, algunas observaciones sobre la na-
turaleza de los niimeros enteros x, , z, z. Primeramente pode-
mos tomar los nimeros x, », 5 con signo positivo cada uno;
porque, si fucran uno o mas de cstos ntumeros negativos, seria
siempre posible, por medio de mera traslacion, trasformar la
ecuacion propuesta en la forma (1). En seguida podemos con-
siderar los nlmeros z, ¥, 2, sin limitar la jeneralidad del proble-
ma, como numeros enteros sin divisor comun alguno; porque, si
tuvieran el divisor comun §, as{ que x=4§x/, y=4y/, 2=4§67,
resultaria de la ecuacion (1), despues de dividir con é* la nueva.

/0 yn= gl

en la que estarian z, 9, 2’ sin comun divisor. Finalmente, basta
suponer el esponente # como numero primo i, por no refe-
rirme aqui a z=2, ni a n=4 (¥*****) impar; porque, si fuese

(¥***+*¥) Como notoriamente es sabido, la ecuacion (1) puede ser resuelta
en el caso de z=2, por medio de los numeros llamados pitagoricos que
cada vez determinan un tridngulo rectangulo. En cuanto al caso de n=4,
1o he tratado tambien, pero fundindome en consideraciones que difieren de
las aprovechadas en este trabajo.

SR J—
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n=~4m i m un nimero primo, conduciria la ecuacion (1) a

ia otra '
(@F)m+ (R m=(a )

pero una vez demostrado que tal ecnacion no tiene solucion
en numeros enteros para el esponente 2, es claro que no tiene
lugar la ecuacion (1) del esponente n=4m,

Espuesto lo anterior réstanos solo considerar una ecuacion

;,:n+yn:gn

en la que z, 7, # significan nldmeros enteros positivos i sin divi-
sor comun i 7 un ndmero primo e impar.

Siendo ahora siempre x"+y?<(r+y)", serd z<lx+y ies
permitido poner

g=x+y—1,

sustitucion en que # es un nimero entero i positivo. Por medio
de esta sustitucion, se convierte la ecuacion (1) en

£ty (et 1) (@
O s€a

(o)t —aye =g )= () = (Y +
FQEEIIEF = EH O () (5 A = b

donde significa jeneralmente (?) el coeficiente binomial del
drden £ o sea

wn—1)Yn—2)....[n—(k—
(B)="=s ==

Si dividimos los dos miembros de la tltima ecuacion por
x4y es posible escribirla en la forma

(B ) — py(ans e, L L s (— xy)% (x2+92) +

- 2 +(3)
+(—2p) T =@+ =)yt L (L) —

(=) ¥ = +P = (Yo +) O
Deducimos de esta ecuacion que #° tiene que ser divisible

por x+y, puesto que todos los demas términcs de la ecua-
TOMO LXXXII 18
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cion son niémeros enteros, o bien que 71 x+y tienen que te-
ner un factor comun. Sea

t=fr, r+]=f‘;§
i1 ¢ sin divisor comun, serd

/n fn—x_ —n

xty £

i, para que sea la dltima espresion un ntmero entero, debe
ser f*tdivisible por £ Ahora hai que distinguir entre dos ca-

s0s, 0 /7 es > £o fr=£ En el primer caso de /A >£

queda, despues de haber efectuado la division /™ *: £ siempre
un factor @ de f, siendo » un nGmero entero, factor que, por
estar contenido tanto en f=/r como en xr+y=/%, lo serd tam-
bien en todo el miembro segundo de la ecuacion (3); i en la po-
tencia @™, Vamos a demostrar que no puede tener lugar este
caso. Para este fin demostraremos el teorema siguiente:

nCada suma de dos potencias del mismo esponente par i
entero 2™ 4™ puede escribirse en la forma

Am(ﬂf'*'}/)z + 2( —'1'7>m )

siendo Ay, una funcion Integra de x e y.u
Supongamos justificado el teorema para todos los valores de
»2 que sean menores que un ndimero 7, asi que, por ejemplo:

2lr-) +y2(r—x): ‘4r—1('r +y)2 + 2( _‘ry)r—z
i T+ yT=A (x+yr+ 22—y
podremos verificarlo tambien para m=7+ I.
En efecto, tenemos
’fz(x:%— ) +J,2(r+x): (_172 +J/z)(xzr +yzr) ___;sz/: ('f’z(r-x) +y2(r—1)>=‘
=@ ) At yyaa( =y | —x gy { Ao (wrs)

+2(—myy b= { At )= Ao 7 2 4 2(—ar) F(ra) +
' +2(~w)ytr=A4 . (x+y)" +2(—zp)yt

=
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Ahora bien, para =1, tenemos
v 22t yr=(x4y)*+2(—xp)
i para r=2
Tty =(r—y) () +2(—w)3
luego subsiste el teorema jeneralmente.

Aprovechando este teorema, el miembro segundo de la ecua-
cion (3) toma la forma siguiente:

Ay (w+7) +2 (= 29)

n-1

Ay (x+2)2 +2(—29) % +

~I
e

F 27y (F) 2 (-t -

+4.( _xy) (r+y) +2 (—«w) +(—fy)
=A(+y): +n (=) *

Por tener ahora—segun pdjina "7;L—~cl primer miembro de
la misma ecuacion (3) el divisor ", debe tenerlo tambien
el miembro segundo, de lo que se sigue que

7 (x47) T =0 mod o7 (FFEEEER)
porque
(x+4y)*=/2£*=0 mod w=. .

(FFReEx) Se espresa por 2=6 mod ¢ {a congruente a 4 modulo ¢) que en
u-1
la division por ¢ deja z la misma resta que 4, por.eso sigaifica # (—zxy) 2 =0

mod w2, que z (—wxy)2 deja en la division por @z la resta 0 o, con -otros

n-x
términos, que 7 (—xy) = esdivisible por w?.
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Hai ahora 2 posibilidades: 1.2 » es un nimero primo=no0=z,
n-i

enténces (xy)* serd a lo ménos divisible por w i, por consi-
guiente, ¥ 0 y o x ¢ y divisible por w. 2.2 Si w es un niimero com-
puesto, 7 no es divisible por w, pero x 0 y 0 x e y han de tener
algun factor comun con .

En los dos casos se podria concluir que, por ser

x+y=0 mod w,

e y tuvieran un divisor comun que, segun (1), lo fuera tam-
bien de 2, miéntras que hemos supuesto los 3 nimeros x, y, #
sin divisor comun.

No puede ser, pues, /**>>¢, sino tiene que ser /> *=¢ i, por
lo tanto, x+y=/", asi que para la existencia de la ecuacion (1)

A0 yh= 20
‘fenemos ahora las condiciones:

riy=p (&)
Pyt —fr) ®)

Repasando las conclusiones anteriores, observamos facilmente
-que todas son consecuencias del teorema fundamental que,
siendo z un nimero entero ¢ impar, z"4y® es divisible por
x+y. Partiendo ahora del teorema andlogo respecto a x"—y=
que es divisible siempre por x—y, sacaremos dos condiciones
mas i que son andlogas a (A) i {B).

Escribamos la ecuacion (1) en la forma

zﬂ___yll =‘rl’!’ (I/)
serd permitido poner
=yt =(g—~y+5)" (2
siendo z un numero entero 1 positivo, por ser

o=t} =y = (D (=) (=) +
o +(n31)y(z——y)""+(3—])“>(Z—J’)"
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La division de la ecuacion (2’), despues de haber desarrollade
¢! miembro segundo, por s—y da una ecuacion andloga a la (3),
a saber

n-3 n-x
(777 ) F (@S =)+ ()7 (F )+ () F =

== (o=t H (L)

39

Parece supérfluo repetir aquf todos los pasos necesarios para.
averiguar la forma de z—y que, con poca diferencia, son los
mismos como arriba. El teorema que reemplazard aquiel de
la pdjina 274 sera:

uCada suma de dos potencias del mismo esponente par i en-
tero z*™ +7°® se deja escribir en la forma

Al (2=7)7 +2(27)7®

espresion en que A’;, significa una funcion integra de z e y.u

La demostracion de este teorema se funda en la misma con-
clusion de 7 a »+ 1 aprovechada arriba, teniéndose para r=1 i
7=2 las relaciones

22+ y2=(s—y)y +2(sp)
gt yi=(z+y)y(s—y)*+2(zr)

En fin, se encuentran, para que exista la ecuacion

Fh—yumgn
las condiciones

F—y=g" (A7)

Zr— == (gt + go) B

Cambiando en las dltimas consideraciones x con y e ¥ con x
resultan otras dos condiciones para la existencia de la ecuacion

gl—h=y",
“

ison
s—x=/n : (A"Y
==y (A o) (B")




273 MEMORIAS CIENTIFICAS I LITERARIAS

Los nameros g, o1 4, p, correspondientes a /, 7, son niimeros
enteros i positivos. Hai que recordar todavia que, segun pédji-
na 274, 71 £ 1, por eso, T i / no tienen divisor comun, de lo que
se desprende que tampoco g1 ¢ ni /i p tienen divisor comun.

Los resultados hasta aqui deducidos podemos resumir en los
dos sistemas de ecuaciones

=g"+gc
y=h"+lp (4)
=" fr

r+y=/°

F—y=g"

LN
w
~—

g—x=/"
De las ecuaciones (5) se sacan ademas las dos:

Z+,t‘:f“ ‘I'IC‘.T“
sry=o 400
i, por eso,
25=fr 4 gnt /i
2x=f"4 g~/ (6)
="+ —g"

Por medio de las ecuaciones (4) se convierten las (6) en

=gttt 2fr
Frmgr 4 2g 7
fnzgn_‘LIan_l_Zz,p
lo que da

fr=go=rp

3
[a %
5]
D
n
Ul
[0}
[v7}
-+
s
e}
w
o)
s
Q
EL
,;
[}
w
pae
0Q
=
o,
D
tn
]
(8]
"t
{
2]
¢
b3
%)
N
%)
14}
]

las ecuacicnes (7) a una so1a
fnzgn_{_/zn_{_zc“ (8)

Las ecuaciones (4) permiten todavia deducir otra consecuen-
cia, i es la que de los nimeros f, £, £ no deben tener dos un fac-
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tor comun. Teniendo, por ejemplo, /1 g un factor comun, se
encontraria éste tambien en £ i x, segun (4), i, por eso, tambien
en 7, segun (1), mi€éntras que hemos supuesto x, 3, z sin divisor
comun. De aqui se desprende la congruencia

G=0 mod fr/ ' (9)

Nos sirven en fin las ecuaciones (4) i (8) para trasformar la.
ecuacion (1)

en
(f'= G =(g+ G+ (A7 + G
o bien en
g R+ G) (g + G (74 G (19)

En esta ccuacion, que nos servira de base para las conside-
raciones siguientes, significan » un nimero primo impar i posi-
o tivo, g1 /£ nimeros positivos enteros sin divisor comun i & un

némero positivo entero divisible por fg Z.
Ya es posible dar la demostracion de nuestro teorema para
n=3. En este, se convierte la ecuacion (10) en

(g2 + 43+ Gy=(g>+ Gy +(hr+ G

Sustituyamos, para abreviar, g3=a, 43=4 1 desarrollemos el
primer miembro segun las potencias de (a+G) 14 ien el se-
gundo solo el dltimo término (6 + G)3 segun las potencias de
51 G, 1 resultard

(a+ Gy +3(a+GCyo+3(a+ G)oz+b3=(a+ Gy +b3+36*G+
. +36G*+G3

De aqui se desprende

3ab (a+2G+6)=G?

3G+ +26)=G,
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ecuacion que, por medio de la ecuacion (8), toma la forma
33-3/; 3f3= G3

Pero esta ecuacion no tiene solucion en nidmeros enteros,
puesto que 3 no puede ser el cubo de otro nimero,

Luego no tiene jugar la ecuacion (10) ni, por lo tanto, tam-
poco la ecuacion (1) para el caso z=3.

i1

Pasemos ahora a la consideracion de los casos en los cuales
7 es un numero primo>>3. No se presenta tan sencilla la de-
mostracion aqui. Haciendo las sustituciones

gnza, /Zn=

tenemos que tomar en cuenta en lugar de la ecuacion (10) la
siguiente:

(a+&+G)n=(a+G)?+(5+G)n (11}

Desarrollando esta ecuacion del mismo modo como lo hemos
efectuado para »= 3, obtenemos primeramente

(a+ G +n(a+Gyb+28 gt G-+, .+ g Gy poe
+a(at Gt =(at G) P+ bn b G ARE G L
. -J‘_ﬂ(ny‘x)bzGu—?._]_nZ,G‘n—x_i_ Gr (********)

Suprimiendo los términos iguales en los dos miembros, se
reduce cl segundoa G"1i en el primero se puede sacar nad,
como factor comin, pussto que los coeficientes binomiales son
divisibles por #, siendo # un ndmero primo; tenemos, pues, or-

(Frrex) Generalmente 4/ significa el producto de los numeros 1, 2,
3....% luego es zl=1.2=2; 3!=1.2.3=6, etc.
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. denando €l primer miembro con respecto a las potencias de G,
1a ecuacion siguiente:

(n— t)(n 2)

ﬂﬂi’[z (an-z + b“") + (Zb(dl"_“ + bn—4> + zbz(an-é + bn-G) +\

+.. LX) (n_rg";z =Wl Dn: (a+0) }
L R

(n-x)(o—2). .. . \ <”— T) fhe ‘&" 3
+ + (n- )i } \
2 . n-1)n-2Xn-3) /
+G {‘“ LLGRE )(+g° 41 poe4 >+( .X Y Bab(a“'é—}-b"‘é)—}- '

(2 —73%) 223 0-3
o o B G gy 4

+GD"3(“ ‘X“ —)<a+z)+
+G (= 1)] =

Es la ecuacion (12) la que tenemos que analizar en seguida,
conviene por eso apuntarla en una forma abreviada. Designan-
do por Hs, H, .. .. H,.,los coeficientes de G°, G*. ... G2 se
puede poner en lugar de (12) la ecuacion siguiente:

nab{ By + HG+ H,G 4.+ Ho .G+ H, .G =6 (12)

Se sigue primeramente de esta ecuacion que
n
G =0 modn
/‘ . .
0, por ser # ntmero primo, que
G=0 mod

Segun (9) es G=0 mod f g /%; podria, por esto, suceder, que /
- 0 g0 /% serian=0 mod # Demostraremos en adelante que ni
ni g ni /£ puede ser divisible por » Para este fin, notamos pri-
mero que el primer miembro de (12) tiene los factores a=g" i
6=/", los que estan contenidos tambicn en G, segun (9), i,
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segun esta misma congruencia (9), debe tener el primer miem-
bro de (12) tambien el divisor.

Sr=grthrt2G=a+b+2G.

El desarrollo de la funcion

segun las potencias de (a4 4+2(), contendrd los términos
(a+b+2G03,(a+bo+2G) 4, ... . (a+b+2G)% (at+b+26)

multiplicadas todavia por coeficientes que dependen de a i &, i
algunas ademas por potencias de G. Entre todos los términos
habré uno solo que es del primer grado respecto a (a+6+2G)
i que no tiene como coeficiente una potencia de G. A este tér-
mino no pueden contribuir sino las funciones 4, i A, G por-
que las demas /7, G2 etc. tienen el factor G2, El término en
cuestion tendrd la forma

Hab)F(a+b+2G)

como se concluyce de las tltimas espresiones de A, 1 H,, a
saber

(n-xXn-2). ....

s

Para averiguar el valor del coeficiente numérico % basta de-
sarrollar a /7, segun las potencias de (a+4) i determinar el

coeficiente del término (a &)%} (a+5). Observamos desde luego
que los coeficientes con indice par, es decir (Ho, H,... H,,
son divisibles por @4, miéntras que los con indices impares
no lo son. Esto resulta de las formas de los coeficientes 7, de
los cuales los con indice par constan de sumas de la forma
&7 T-HfP2T cuyos esponentes #-2 7 son nUmeros impares.

PEERRLS tss
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Para el desarrollo de la funcion H, segun las potencias de
(a+#), apuntemos Ho en la forma siguiente:

D—?

H — (an 2L b2 )+ S‘ (n-1)(n-2). . . . (n-m) ((Z b) (an—-zm 2 pn-=m- z) (IS)

m—r | (mtDl )’

n-3

3
1 D ~ - 7 - -

designando PO‘;:I una suma de términos en la que sz recorre

todos los valores enteros de 1 a 733,

Ahora formaremos sucesivamente las potencias (a+&)*?
(a+8)1, (a+6)*°, etc, separando a la vez siempre el primer tér-
mino de la suma 2. De esta manera, resultan las igualdades
‘siguientes:

-3

HE):((Z_E_&)H% "-a g b (cz" 44_5ﬂ-4) + } (n-2Xn-3). . . (p-m)n—(m-+2))m.

(mT 1)!

w ((Z b) m<an-2m-2+én—2m—z> -
2 ab(at )t + T g gy (s y poesy

_’Lé(" Yn-4). . (n-m). {n-(m+2)){n-(m+3)).m(m- 1)+<gb>m(a"-°m 2+bn-’m >,

2ln=3 (m+1)!
. v b
=(a+86)"" —Fabla+b)~ 4—!—(" e 3)( aby(a+b)rs— @ 5’(1;1)(17*) X
-3
X (”5>3<ﬂn-8 &n B>+ v(n—4){n 3. (a-m)¥n-(m+2)){n-{m+ ) a-(m+ ). m(m-1}m=2)
b=y (m+xn)!

X (ab>m((zn»2m-2+ bn-zm-z)’

Supongamos efectuado cste desarrollo hasta la ccuacion si-
guiente:

Ho=(a+8)"—~"Habla+ Oy, (—1) _iﬁw'af_@xn ~(al-1))

X (l_,lﬁ)i-x(an-z‘. 'T" D’::—:!)_xr_
n-

3
+<“ I) L y(ﬂ‘1 Dln-(+1). . (a-m).{n-(m+2)){o-(m+3)). . .(n-(m+D).m(m-1). . Am-(l-21}
lm (mt o)t

X <a6)m(an— am-2 | bn—zm-:z)
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i formemos en seguida (@+4)*=, apartando a la vez de la su-
ma X el primer término que resulta para m=/, enténces ef
coeficiente de (@224 §-#7), prescindiendo de (af), es para
m=1_ el siguiente:

@a-Ba-0+2))(n-0+3) ). . . @-2DMC0-1), . . 3.2 __
(-1) A+ !
_ o+ ) n-014-21). - . (a(l-n)e(n=2D) _ (n-(+2))nL(143)). . . .{n~{z1+1))
[ - (40!

iel término jeneral de la suma = para m=/+1 hasta 33 sera:

{n-(+D))n-(12)). . (n—(zl-x)) (n-z)(n-21+1)). . . (n—(m—im —_

It (m-(-0))!
— 0=Dln-(+1). . . (n-m).{n-(m+2))n-(m+3). . . {n-(m+D)m(m-1). . . (m-(-2)) __
(0! (m+ 0! -
— (-4 1)) n-1+2)). . . (n-m).{n-(m+2))(n-{m+3)). . . {n-(m+1) %
1t {m+r)!

% «g (-Gt D) m-C-2)n@-3)). . . m(mA4-1)—(a-l).m(m=1). . . (m-(1-2)).1 } =

— (ﬂ‘<1+12)£n-(1+2)). .- (n-m)(n—-(m-i—)) . Ao-(m+1))(am+1+1))- m(m—x) (m'\l"))
) 1! (n+41)!

i, por lo tanto,

Ho=(a+8"~Fab(a+5)" .. 4(— 1) leloteah e

X (ab) atb)” 2‘+< 1)o@t ofnc0t). . (netelb) g )i gnosi-e - pn-al-z)

A+
a3
)l I'E(n—(l ) n-(1+2). (n- m). (n-(m—\—z) {n- (m-1—3)) ln- m+141)). m(m-1). (m-(-v)
+<_~ ! fmAl4r (mx !

X (ab) m(an-zm-z + Jpo-zm -1>.

Sabiendo ahora que Ho es divisible por (a+0), segun péji-
na 282, podemos escribir

Ho=(a+bp=—"3ab(a+b)™+ +(_";43X'~I’:_5_)(m’7)2(a oy + 1\
+<__ yn(n;(ﬂi-z))( “’<m+3))"'("'_(_2.'1@)<g[7)m (!Z + b)n-zm—e :A.L:- L. +

SN (14)
(=) " (ab) ¥ (a+b).

(i) (nngs, L (

)]
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Lucgo el coeficiente £ de (ab) %3(a+é) se determina como

= (= )RR, - (o))
S
R et S ok - segun serd n=
—-< 1> (n 1)‘ - :tl o n (mod 4)

Designando por ¢ la suma a+40+2G=/", por F,(g G)
ana funcion de ci G i por #,(G) una funcion de G, tendra la
ecuacion (12) la forma

nabe] ¢ F(6,G)+ G. Fa(G)aeasi b sl =Gn (13)

Por cjemplo, tienc la ecuacion (12) para z=11 la forma si-
guiente:

Jmé[g(zlg+é9)+ sab(a’+67)+ 15a76%(as5+65)+ 30 a3b3(a’+ 43)
+42 a4b+(a+b)} +

+Gl1o(a+ 0% +4 Sab(a+ 69) + 1200°07(a + be) + 210036 a7+ b7

| + 252040t } +

+G {4,(n7+b7)+ 180ab(as+ b5)+ 420075 (a3 +63) +
+630asbs(a+b)} +

+G>§I Kaﬁ+b5)+420ab(a4+174)+840(12132(42—{-52)-*—1050&3632

+G+{ 210(a3+65)+ 630ak(a* +83)+ 1050278 (a+8) | +

+ G54 252(at+64)+630ab(a*+67)+ 84006 b+

+GS { 210(a@3+ 83) + 420ab(a + b)} +

+G7 Jl 120(@*+ 6%+ ISO{'&; +

+G {as(a+0)} +

+G9{xo}1=6"
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ila ecuacion (135) se espresa asi:

11056[5 {(57_8656+ 29G205 —62G3¢4486G4c3—80G53c% +

+50G6¢c—20G7)—ab(4c3—21Ge4+ 51G%c3—70G3 ¢ +
+60Gc—30G5)+a* i (73 — 206G + 30G%c—20G3 ) —
—a3bs(5c2 — 56)} + G{ 5 G7 — 10ab(G 5+ 102762 G3 —

—5a5G | +a4b4]=6“

Llegamos ahora a demostrar que ni g ni Z ni f pueden ser
=0 mod 7 Siendo g==0 mod #, resulta para a=g" que debe
ser divisible por z" Dividiendo, en este caso, los dos miembros-
de la ccuacion {12") por #", queda siempre el primero con el
coeficiente 7, de lo que se saca que debe ser G=0 mod 72, | de
esta congruencia se desprende, por otra parte, que serd tambien
Ho=0 mod 72, puesto que ni & ni ¢ pueden tener el mismo di-
visor 7z con &, segun pdjina 279. Pero de /Zo,=0 mod #?, i a=0
mod #* se seguiria que ™*=0 mod »*,lo que es absurdo, segun
la misma razon que acabamos de indicar. Por tener la ecuacion
(12) una forma simétrica respecto a @ i 4 0, lo que es lo mismo,.
respecto a g i %, no puede ser tampoco #=0 mod 7 Réstanos,
pues, considerar el caso de /=0 mod #; pero el mismo razona-
miento, aplicado dntes a g, sirve tambien para /, tomando en
cuenta la ecuacion (15) que es solo otra forma de las (12) 1
(127). Aquella ecuacion (13) tendria, para /=0 mod 7, como con-
secuencia que seria

n- 3
a?.6*=0 mod 7>

i por consiguiente o @ o 4=0 mod #* lo que no puede ser.
Para que existan valores de @ i & que satisfacen a la ecua-

cion (12), es, por lo tanto, necesario que sea =0 mod 7, por-

que todos los demas términos quedan, despues de haber hecho
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desaparecer a 7, siempre divisibles por 7, por contener a G.
Luego tenemos, segun pajina 284,

Ho=(a+6)" " ~Flab(a+6)" + U2 (aby(a+6)""F. ..

n-(m+z (n-(zm+1 .
(-1t Naby(a+o)mege L +

3

+(—~ I) B 145)95'3(44_15)50 mod 7.

Claro estd que e+ ¥d=c—2 G no puede ser==0) mod 7, porque
¢ no es = mod #, miéntras que G es=0 mod 7z Queda en-

Hs
téncas —~—/7_H’o =0 mod #, o sea
T

Ho={a + 5" —FHabla+6)" =X gy (a+ b)“‘" F..

!\ mf-z n-{m J‘ An Zm-rl m
+(— 0" pbntlants). - (nfamt 1)) )(aé \(aTb) £ ...+ 1 (16)

(m-F1)!

F(—1)T(ab) T =0 mod #

A esta congruencia se le puede satisfacer, en efecto, siempre
i para diferentes valores de @ i 4, si # tiene la forma 3v+ 1. Por
ejemplo encontramos para z=13=3.4+]1

Hs=(a=0b)y—3ab (a-+b5)t+12(ab) (a+6)5—14(ab)3(a+b)4+
+7(aby(a+ by —(ab)s

i tomando a=1, /=3 mod 13 serd
Ho=4"~—75.3.4%412.324°— 14.35.4* + 7.344*—3mod 13
0, por ser 42=16=3 mod 13, se convierte esta congruencia en
Ho=3 S(Vx —5+12—14+7—1)=35(20—20)=0 mod 13
Hemos mencionado mas arriba que siempre hai valores de

2 1 & que hacen A’ congruente a 0 segun el médulo 7, cuando
z tiene la forma 3y+ i; en caso contrario, siendo 7 de la forma
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3v+ 2, parece que no existen tales valores, Para hacer evidente
estos hechos, necesitamos trasformar a A’ i representarla en
la forma

={(a+b)2—ab) p((a=5)2—ad) (17)

en la cual¢((a 4 8)*—ab) significa cierta funcion de (¢ +6)*—ad.
Si sustituimos, por un momento,

(a+0)y =a,ad=p
se trata del desarrollo de

n-3 3 ,,,,,
H/ozaT__q Tz B+(n4)(n s)a_’

2l

. ‘ w3 ng
+(— 1) (n-m+))a-(m+3)). . ... (n- (2m+1)) /Bmi c+(—1)TBF

{m+1)!

segun las potencias de (a—f), as{ que resulte la forma (17), o
sea

=(a=8)¢(a—8)

Esta ecuacion indica que A’ es divisible por (a—f) o, con
otros términos, que Ao desaparece, siendo a=08. Se admite
aqui prescindir por completo de la naturaleza de « i de 8 como
ntmeros enteros i positivos, etc, i demostrar aljebrdicamente
que H', desaparece para a=8. Mas ventajoso todavia parece
demostrar que la funcion #7°, definida por la ecuacion (13):
toma el valor 0 para a=_3. Siendo

Ho=(a+6)H,

se sigue de Ho=0 tambien H'6=90.
Multiplicando /, por # se deja escribir esta espresion asf

rr 11\

n-z n-2'\ /?1\. / n-4 n-4\
wilo=\;Na +& )+, )(ab)\a J\F&- )+
2 n-6 n-6 7 _"7;_5

+ (n)(ab) ( y )+. ot <£2:3)(a&) (a3+b3>= (8)

(” )(ab) (e+0)
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Designando por d los valores iguales a+4=y/ab, podemos
formar una série de ccuaciones que se fundan en
a+b=y/ab=d,
i son las siguicntes

ar+dr=d*—2ab= —d*
as+b3=(a*+6*)a+b)—abla+b)= —2d>
sbs=(a’3+03)(a*+b3)—ab(a+b)=d5
(as+035)a*+6%)—ab*(ar+b3)=a7
(a7+67)a*+02)—a*0(as+65)= — 249

Jeneralmente serd

arl

o7 =
ad+b9=

@FF 4 prrrr =gt para =0, 2 mod 3
i a4 = — 241 para =1 mod 3

(19)

e~

Supongamos probado ésto hasta un valor s=1 mod 3 de
suerte que

[Z25+1+ {)254»1:; __Zdzsdj-x

i, a causa de s—1=0 mod 3,

a3« +bos-1____d:zs—x

Luego serd

2(s+1)+r + &2(5«:—1)—0—: — (a:s+l + bzs+ r)(a'z + é:)_azbz(azs—x + }25-1) —_

— de(s+ )+1
ademas

a(s+2)+1 + Lelstaytr — (az(sJ,—xH—x + é2(5+x)+1>(d2 + bz)_
Y (ll:sJ.—l 4 bt ) — dz(s+2)+x
ien fin

26+ g pesta)ts =<a2(5+2)+1 + [;2(s+2>+x)(a2 + 55) _

—a 2& 2((;2(5'!— D+1 +

pels+ x)+:r) = — g2+
TOMO LXXXIL ‘

19
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Por haber demostrado estas ecuaciones hasta s=4==1 mod 3,.

las ecuaciones (19) tienen valor jeneral
Aprovechando las ecuaciones (19), para (¢+4)*>=ab i, en el

caso z=13y-+1, en el cual se tiene 7—4=0 mod 3, se convierte-

la ecuacion (18) en
(O v
(20}
_+<nﬂs)— (n— )+( )} )

Para averiguar el valor del paréntesis, nos apoyamos en dos.
teoremas, sacados de la tecoria de los coeficientss binomiales,
a saber:

El primero es: Siendo # un ntmero impar, se tiene

(7;) () + +(,,:r)~2“" 1 (21)

lo que se comprueba, haciendo en
tar=p+(Dea+ Qe+ + Qe+
7 n-1 n
+(7)pam+a
p=g¢=L

I el segundo da una férmula que sirve para pasar de un
nimero cualquiera #z a 7—2, la que es

(P=CZ+GID=U )+ D+(G10) @

siendo £ un ndmero entero menor que 7,
Apliquemos ahora primero la ecuacion (21) a la (20), i serd

wlmd] aer s s {(3)+(5) 4t (2

Utilicemos en seguida para la suma

N = (n 3) ; (nze)«l-. ... +(n)+(n>

5

thak

i
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las ecuaciones (22) i (21), i resultardn para « las espresiones si-

guientes:

£V=<”§_32)+2<”9;2)+<u9;2)+(n£;2)+2(’Z,l;£2)+
A5 5 4 3

+(/‘z—3)+' . +()2~—2)+2()1—2)+(f2—2)+(71—2)+
Bt Y Gt L ) B Cor REE
+(Jl';2)+(7[—-2):211»3_’_(?19—_-5—4)\{_2(%§;4)+(ﬂy;4)+

1 5 2
(a2 (e +(" H+("5)
ST T e e (D () e
R e G
2—6 —6 -6
+<713 )+2(712 )+<ﬂx )
. .
‘A/':Zn—g 254 2“»7+<HE:96)+ ........ +<ﬂ;6)

Si continuamos de tal modo, aplicando a V las ecuaciones
(21) i (22), tenemos que encontrar en fin el coeficiente binc-
mial ‘

(2=

. - . . 72
porue, partiendo del coeficiente bmormal(n ) , hemos notado
finiC}

trasformarse, en virtud de (22), # en n—2, n—4, n—6, etc, dis-

() ("(;2)_—_1, porque es el coeficiente de la potencia z—2 en el

desarrollo de cualquier binowmio de la forma (ﬁ—Fq)ﬂ-ﬁ



262 MEMORIAS CIENTIFICAS I LITERARIAS

minuyendo en dos unidades cada vez, miéntras 13 se ha tras-

formado, en 25 157, 229 etc., decreciendo en una unidad cada
vez.

Resulta, por lo tanto, el valor de V' como

Ne=2m34 20542074, L. +26+24+(f)
© por ser (-?):5:224- 1, serd
N=z2m342ms2m74. ... +284+2442741
Sustituyendo cn #A, en lugar de NV su valor i poniendo

3=2+1, se tiene

nHy= 1"'2[2“-f—1—(2+ r){z“'s +2ms4l 22241 }]

0, efectunando la multiplicacion,

gz.'H(,:'dn-{zn-l—_— 1— {2“—2+2“‘3+z“-4+...+23+2.2+2+ 1 ﬂ

Peroel término sumatorio de la progresion por cociente
seEponigp L, +22 4241
®5 2% —1, i por eso es 1. Ho=0, 0
Hy=0

En el caso de n=3v+2, se convierte la ecuacion (18), por
su #—2=0 mod 3, en

ﬂzf,,;dn«{ 2 ()~ (D +

:ﬂ'n—:i:zn—r—l~3 {(7;)+(Z)+. o +(_’;>+(_l3)}]
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e

1.as mismas ideas arriba espuestas dan, apllcadqs a la suma
7 ' 7
(m) (o )+ )+( ‘),

en fin, el coeficiente binomial (-;’), es decir la misma cspresion:

para nHo, 1 es nfo=00
H{)=0
Hemos demostrado, por lo tanto, que en los dos casos posi-
bles de =1 17=2 mod 3 cs Ho=0 i, por esto, HA'»=0 o, con
otros términos, que ' es divisible por a--B=(a+4)>—ab.
Séame permitido, dntes de pasar a la trasformacion de ',
verificar el resultado 2/H,=0 en dos cjemplos:
1) n=13=3.4+1
Tenemos
13 1 1 ‘
13H0= (") (@ +67)+( 23)ab(a<)+1»9)+( 33)42é2(a7+bf)+
+ ([)asts(@sr )t (D) asbi(art o)+ (1 )asts

ipara a=p3
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=d”L2”-—1-3{ 2w 4 28 4 1+(§)}}=
!

—efmmims a2 ()] |-

=dn 212—1—3{2‘°+23+26+(/;)}}=

infamams ot (O )-
:dn[zm___ I—3
=‘i“[2”*1—(2+1){2‘°+28+25+24+22+1}]:

=tz’”[2”—-1— {2”+2*°+29+23+27+25+25+24+2:+

274241 }]:

Aqui se convierte
w1 Ho=("1) (a2 4 69)+ () Jab (a7 +87) () Ja*0r(as +59)+
+(I:)aSbS(aS‘}—b?)—i—(I;)a4é4(a+6)

en las igualdades siguientes, para a= 8,

11H0=d9i——2(‘I)+('21)+(“)-2(”)+(”)]¢

- I 3 4 5

=afzom1=3 (10401} |

e iy
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=d? 3‘°"I—2{23+26+24+(5)}]=
=a 2“’_1"(24'1){23 20424427424 1}]:

= zw—z—§29+25+27+25+25+24+23+2f+2+1§]:

=d" 2’°~—1—{2’°—1} =0

Demostrado de tal manera que

L = n-g)(nos) Sm-2
H=a? =%a7 "8 40009, T gy +
(-t Do ).« T g
2 — \™Mo-m+ DN a-tm+3)) . (n-(em+1)) , = m —-1)° :
+( ]) ey « 8 :|:+( 1) ,8

s dividible por (a;,B), podemos proceder ahora a la trasfor-

macion de A5’ en un desarrollo segun las potencias decrecien-
tes de (a—f3).

Pongamos, -por este fin, /7y’ en la forma

o n=3_,
Ho’=a%2 + i‘( — I)“‘(n-(mw’—:’))fn—(mi-3))7 dn-Gemin)) 2 nﬁm

{m+1)!

m=g
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1 apartemos primero (a——,@')ﬂf} i, en segnida, las potencias de
(a—p) con el mayor esponente posible que se puedan sacar
cada vez de la suma Z. Por medio de estos procedimientos ob-
tenemos fdcilmente, en lugar de la dltima ecuacion, las si-

guientes:
o3
B) : +'.‘.‘( " x
{[n (m+2)n—(m+3)] ... [n=C(em+1)]
x (m -+ 1).

_(=3)(=3). [n—(waIn} SFmge

2", anl f
despues ‘:
B =a=f)7 + I D apr(a- )T 2
+-:2~(__1)m{[” n+2)n—(m+3)] .. [n=(2m+1)] _ .
m=6 (s 4 1)} .
_n—=3)n—=sh . [—Cm+ )] ‘
2%, 1!

=S = S e g

2™, 3! (m—~2)f
en seguida

3

2.3 \IZ— 7 — U3,
=(a—B)F =) gy gy

22, 3!
(tz—7)(n 9n—11)Y{n—13) | s -6
o M D e )
g , -
+ =0 g[il——(liz+2)][il-—Lfll-}-sl)‘i. s [z—(zm+1)]
=6 ¢ (e + 1)
_m=3)n=35). [n—(2m+1)] _(n=5m—7). [n—(2m+3)]
2™ 1! ! 2m 3! (m—2)1

= =9).. . [=(2m+ 5)]] P-6 gm
2™, 5t (nr—4)t ) =
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luego .
=3 (n—5¥n—7) n-3g
3 L 7 . =5
Ho'=(a— )" +‘”7‘;‘;“""/Cl.’8‘<(1—‘13) R
27, 3i
n—¥Xu—Qn—11¥n—13) Ll I
_(_ 7N 28 / 'f—v!a”(‘ffu-—-g)—:‘; +

2+ 35!

,.

(71—9\71-—11‘/11—— 1331 —

m—— 1/,(11— 19) @B (am ,3)

26 7|
+%_(_ e {(n~(m+ e — (o + 3\)]. qr=(zm+1)]
m=8 (24 1!

(n—3Xn—=5){n=Cem+1)] (n=5)n—7).. [n—(2m+3)]
2™ (!l - 2m, 3! (m—2)!

_(n— =) n=9)(n—(2m+35)] (n—9)n—10).[n—(2m+7)]
2%, 5l (3 —4)! 2m 7l (i —6) s

023w
« 2 f:} o

Admitimos ahora el siguiente razonamiento:

Si una funcion racional i entera de « i 8 cuyos coeficientes
numericos estan formados segun cierta lei, asi que se dejan
representar por una férmula jencral, es divisible por ¢ —8 i si
se han encontrado, desarrollando la funcion segun las potencias
de (a— /), los primeros coeficientes, hasta cualquier punto dei
desarrollo, tambien capaces de ser representados por una for-
mula jeneral, se puede, aprovechando esta férmula, igualar la-
funcion con el desarrollo.

Siendo /o’ una tal funcion de « lﬁ divisible por (a—8) i
cuyos coeficientes obedecen a la lei espresada por

a-
7;.3 (n-(m+2))(nm+) . . . . (u-(em+1))
Z (=" (Cea)

i siendo posible representar los tres primeros coeficientes del

desarrollo segun las potencias de {a—#3), a saber

(21— 5) (72— 77 (r—7)n—9)n—11)(n— 13)
223! ! 245!

(n=o)Yn—=11){u—13)(n=15)(n—17)n—19)
> 2071
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por
[n=(Czr+3)][n—=(2r+5)]. . . .. - fa—(6r+1)]

2= rKZf’*‘rI)! -

para »=1, 2, 3, pedemos escribir

Ho'=(a=R) %[n—(z;u{— 3Ne—(2r+35)].. . . [#—(6r41)] %

2%(2r+1)
n-3_.
X a*ﬁ”\'a—‘@) T

Queda indeterminado todavia en esta férmula ¢l limite su-
perior de la suma el que hemos designado por K. Para deter-
minarlc tenemos que distinguir otra vez entre los casos de

=3y+1in=3v+2.

1) n=3r+1 o, por ser #» numero impar, #=6/"+1 da
ni=3) —1=-—1=2 mod j i, por eso, 33— 3r=2 mod 3.

El &ltimo de los esponentes de (a— B) tiene que ser, por con-

siguiente, =2, 0 sea

)
N

n—3 :
- —3K

[F3]

lo que da

2) n=3v+2 o, por ser =t mod 2, #=6)+75 da
2= 13/ + 1=1 mod 3 i, por lo tanto,
B3 ——31';1 mod 3

De qux’ se deduce que cl menor esponente de (a—83) debe
ser , 1, por eso, :

-3
2

-——-3[(:1

=725
R="3%




SOBRE EL TEOREMA DE FERMAT 299’

Resumimos el resultado de las pdjinas anteriores, diciendo:
1.9 Que, siend» 2 un ndmero primo i =1 mod 3, la funcien
arriba definida

: _?‘T:Z
Hi=(a—B)* +Z[n=(2r+3)]n—(2r45)]. .. [n—=(6r+1)],
““ 2 (zr+ 1)l

xar B (a—B)F

es decir, el coeficiente de G° en la ecuacion (12), prescindiendo
de nabla+ &), es divisible por el cuadrado de (a—£), o sea por

[(a+0b)* —ab]=(a*+ab+b*)>
i tiene, en conformidad con la formula (17), la forma
= (a8 o B)=[(a+ 8 =ab Yl(at by, ad]  (24)
0

Hy =(a® +ab+8*) {(a® +ab+02) % +

n-

+G;L1g—f27+3)] [2=(2r45)]. . . .[n=(6r+1)]
1ot 2% (274 1) :

X (abj?(at-8)(a® +-ab+ 54) T ) 25)

2.2 Que para un namero primo #=2 mod 3 la funcion

, no3 933[71—(2}‘-{*3)][ﬂ—(2”+5)]-~[”_(67+1>]
Ho=(a=B)* + 2 Sl x

. B
x ar3*((a—f)
es divisible por

a—B=(a+d)*—ab=a>+abtb?
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1 tiene, conforme a la ecuacion (17), la forma

o' =(a=Bri(a, B)=[(a+0)* —ab][(a+0)*, ab]  (26)

n-s
Hy =(a® +ab-+0%) (a® +ab+5%) 7 +

DI [1=Crs)). ... =6 1))
et r(oy_,._ I)’

X (a6 (a-+8)*Ka* +ab+ 12T 1)

Dr. A. TAFELMACHER
Profesor de matemdticas del Instituto Pedagéjico
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