HUMBERTO GIANNINI, MANUEL VALLEJOS Y ELIANA DOBRY

Exposicion Moderna de la Légica Formal

1.2 Introduccidn

Se ha solido considerar la Logica, en di-
versas épocas y por diversos tratadistas, ora
como “el arte de la disputa”, ora como “el
conjunto de normas del pensar correcto”, ora
como una disciplina filosbfica cuya finali-
dad serfa indicarnos las condiciones de la

verdad y acercarnos a la realidad de las co-

sas. No se agotan aqui las distintas posicio-
nes que se han dado a lo largo de su histo-
ria. Hoy dfa la Ldgica, tal como aqui se es-
tudiar4, se trata como una ciencia indepen-
diente que consiste en un sistema de opera-
ciones bésicas que asegura una ampliacién
exacta de todo conocimiento en general. Pa-
ra asegurar esta ampliacién ella misma —la
Légica— debera ser un sistema exacto.

Si se preguntara al lector cull es una de
las caracteristicas de las Matematicas, en
cuanto sistema exacto, seguramente respon-
deria que ella consiste en demostrar sus teo-
remas y definir sin vaguedad sus conceptos.

Pues bien, esto es lo que queremos decir,
refiriéndonos a la Légica, cuando la llama-
mos sistema exacto.

En cuanto a su finalidad (o utilidad), la
Légica es una ciencia instrumental. Esta ca-
racteristica puede asignirsele a una ciencia
cuando sus resultados son aplicados como he-
rramienta o Instrumento a otros Conoci-
mientos, asi como en las construcciones, el
andamiaje es imprescindible para levantar
una casa.
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“Analisis técnicos, investigaciones psicolé-
gicas, problemas econdmicos, criticas filoso-
ficas, discusiones de la vida diaria y muchas
otras ocasiones permiten o en varias ocasio-
nes exigen, su aplicacién”.

Cuando por ejemplo formulamos esta fra-
se: “Me voy o me quedo”, u otra similar,

ella plantea una alternativa, “O esto o aque--

lio”, que en el lenguaje de la Logica se pue-
de escribir: “p o q”. La letra “p” simboli-
zari una frase cualquiera; la letra “q”, otra.
Asi expresiones del tipo: “Voy al teatro o voy
al fatbol”, “Compraré cigarrillos o com-
praré bombones”, etc., pueden simbolizarse
siempre por “p o q”, si se trata de dos dis-
yuntos (dos frases en disyuncién); “p o q o
r”, s1 son tres, etc. . .

Este ejemplo nos muestra otra caracteristi-
ca de la Légica: si prescindimos de lo dicho
en las frases (su contenido) podemos simbo-
lizarlas, combinarlas de determinadas mane-
ras y, como veremos mas adelante, transfor-
marlas seglin leyes. Por ello decimos que la
Légica es un sistema formal.

Resumiendo lo anterior, la Légica, tal co-
mo nosotros la trataremos, es un sistema
exacto, instrumental, simbdlico y formal.

Pasaremos ahora a ver brevemente las re-
laciones que existen entre Légica y otras
Ciencias y Disciplinas.

2.° Légica y Teorta del Conocimiento

La Teoria del Conocimiento estudia los
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elementos, ia estructura, fundamentos y li-
mites de todo conocimiento. Investiga en qué
han de consistir la “verdad” y el “error”. Por
el empleo de estos conceptos tiene puntos de
contactos con la Légica. Sin embargo, como
ya hemos bosquejado, la Légica se limita a
consideraciones puramente formales, es de-
cir, a la determinaciéon de relaciones entre
frases. Por ejemplo, un teorema de la Légica
es “verdadero” porque puede derivarse de
axiomas.

Trataremos de dar una idea en su forma
mis simple de la diferencia existente entre
~ ambas disciplinas. Supongamos que un ami-
go nos relata lo siguiente: “El oculista me
afirmé que si mi habitacién es de color rojo,
entonces me daflaré la vista”. “Y, efectiva-
mente, mi pieza es de color rojo”. iQué des-
prenderemos de esto? Si nosotros hemos es-
cuchado con un criterio puramente légico
deberemos concluir que nuestro amigo se da-
fiard la vista, de acuerdo con el juicio del
médico y haciendo fe en él.

Otra cosa es que el oculista se equivoque.
Ese problema pertenece a la Medicina y no
a la Légica. Nosotros, como lbgicos, hemos
aplicado simplemente un axioma para sacar
una conclusion.

Algo similar ocurre entre Lgica y Teoria
del conocimiento.

3.° Légica y Psicologia

La Psicologia se ocupa, entre otros proble-
mas, de los procesos que explican o hacen
posible el fenémeno de pensar, las alteracio-
nes que pueden producirse en su desarrollo,
0 en sus usos, sus eventuales causas, etc. Ar-
guyen los psicologistas, es decir, los que pre-
tenden colocar la Légica como un capitulo
de la Psicologia, que el objeto de la Légica
son las leyes del pensamiento. Pero la Légica
no se interesa por los procesos psiquicos. Sus
métodos (axiomatizacién y deduccién) y sus
resultados (teoremas) son diferentes e inde-
pendientes de la psicologia.

4° La Légica y las Ciencias Naturales

Las Ciencias Naturales utilizan un proce-
dimiento muy caracteristico que consiste en
generalizar a partir de una enumeracién no
completa de casos (induccién). Por ejemplo:
esta piedra cae, aquella piedra cae, ésa cae
igualmente... entonces, fodas las piedras
caen.

Este procedimiento fué considerado duran-
te muchos siglos como opuesto a la Légica
formal o deductiva, es decir, al procedimien-
to segiin el cual se derivan teoremas a partir
de axiomas. Sin embargo, esta oposicién ha
dejado en parte de existir pues, hoy en dia,
el procedimiento inductivo puede ser trata-
do también de un modo formal, formando
asi un capitulo de la Légica.

5.° Légica y Lingiiistica

La lingiiistica es una ciencia social descrip-
tiva que estudia las estructuras del lenguaje,
sus transformaciones, su origen e influencias.
Junto a ella estd la gramitica que impone
normas para el uso correcto de una lengua
determinada (castellano, francés, etc.).

La Ldgica debe expresarse en un lenguaje,
sea histérico (castellano e inglés, etc.), o sim-
bélico. Este Gltimo podri traducirse al his-
térico y viceversa. Ejemplo: “me voy o no
me voy” que se traduce por “p o no-p”.

El estudio de la estructura (formal) del
lenguaje ofrece puntos de contacto entre Lé-
gica y Lingiiistica. No asf los aspectos hist4-
ricos y especificos de cada lengua los cua-
les conciernen a esta Gltima.

6.° Ldgica y Matemdticas

“Habiendo comenzado por la Légica Pu-
ra, me encuentro a mitad del libro, hablan-
do de aritmética”, ha dicho Russell en una
de sus obras (Los fundamentos de las mate-
miticas). '

Cuando antiguamente se definfan las Ma-
temdticas como ciencia de los néimeros y can-
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tidades era dificil concebir alguna identidad
entre este sistema y la Légica. Hoy sabemos,
en cambio, que las Matematicas compren-
den ramas en las cuales no entran los ele-
mentos de nimero y cantidad.

Lo que més bien la caracteriza es que da-
das ciertas premisas se derivan necesariamen-
te otros teoremas. También ella es un siste-
ma formal, exacto, simbélico. Ambas —Lé-
gica y Matemiticas— a partir de principios
o axiomas van derivando teoremas, y de és-
tos, otros; ambas utilizan conceptos no defi-
nidos, definiciones convencionales y hacen
uso de simbolos.

La confirmacién de la identidad de proce-
dimientos entre ambos sistemas fué dada a
fines del siglo XIX por Russell y Frege cuan-
do consiguieron derivar la Aritmética a par-
tir de la Légica. Més tarde Pieri e Hilbert

derivan las geometifas de la aritmética.

7° Las bases formales de un sistema exccto

a) Decfamos antes que una de las caracte-
risticas de un sistema exacto es que en €] se
definen los conceptos y se demuestren los
teoremas. Pero como los teoremas se demues-
tran por otros y estos Gltimos por otros an-
teriores es necesario elegir una férmula de
punto de partida para todos los demds. A esta
férmula no demostrada la llamamos axioma.
No pensemos que los axiomas sean verdades
evidentes que no necesitan demostracién. Se
eligen convencionalmente, con la condicién
de que el sistema de teoremas construido a
partir de ellos no conduzca a una contradic-
cién, que sean simples y que el sistema tenga
la mas amplia aplicabilidad.

b) Los conceptos de un sistema exacto son
definidos de una manera fija y Gnica. Pero,
para definir un concepto necesitamos de otros
ya definidos, que a su vez requieren de defi-
nicién, y asi ad infinitum. También en este
caso debemos partir de ciertos conceptos no
definidos con la ayuda de los cuales iremos
definiendo directa o indirectamente todos
los conceptos restantes del sistema respectivo.

8.° La Definicion

Para la Légica Clasica la definicién, lla-
mada “definicién real”, consistia en la deter-
minacién de la esencia de una cosa. Siem-
pre que tengo ante mi, o pienso en un tridn-
gulo lo veo o concibo de tres lados. Si pre-
tendiese pensarlo sin esta nota esencial ya
no serfa trisngulo. Esto es lo que la Légica
Clasica llamaba esencia de una cosa y, cuan-
do se definia algo, interesaba enunciar sus
caracteristicas esenciales.

Para la Légica moderna la finalidad de
las definiciones es contar con conceptos €xac-
tos, conceptos que no encierren ambigie-
dades.

El procedimiento de la definicién es el si-
guiente: Se define una expresién sin signifi-
cado por otra con significado, y para tal fina-
lidad se usa el simbolo “=df” (se lee “es
definido por-”), que se escribe entre ambas
expresiones. Asi se da a la primera, por con-
vencién, un significado.

Supongamos que ustedes vean en un libro
de matemitica la expresién “a2/6” y que
no le encuentran significacién alguna. Si més
adelante leen que a/b = df a : b (a/b es de-
finido como a : b), seguramente entonces, la
expresién anterior tendra un significado, pues
ustedes conocen la significacién del simbo-
lo “: 7.

En vez de pretender decir lo que ¢l objeto
es en la realidad, la Légica Moderna esta-
blece que tal expresién sin significacién se-
r4 bautizada por tal simbolo o0 combinacién
de simbolos, de tal suerte que adquirird un
significado y ella a su vez podra servir para
darselo a otra.

Si la expresibn “fufa”, sin significado,
acordamos definirla convencionalmente co-
mo “pldtanos a la salse verde”, esta defini-
cibn no serd ni verdadera ni falsa, pero
adquirira significacién por la definicién mis-
ma, que serd como su bautizo.

Hemos sefialado ya que cada expresién sin
significado se define por otras que lo tienen,
pero éstas a su vez lo reciben de otras y asi,
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tenemos que llegar a conceptos que no se
definen; éstos han sido convencionalmente
elegidos.

En el 4mbito de este sistema exacto Unica-
mente los conceptos no definidos, declarados
como tales, y todos los conceptos exactamen-
te definidos a partir de aquéllos, poseen una
significacion.

En general las condiciones de una defini-
cién convencional son las siguientes:

a) Para cada nueva expresién se utiliza
un nuevo simbolo. b) La expresion que de-
fine contiene Gnicamente conceptos ya defi-
nidos exactamente o conceptos no definidos,
pero declarados como tales. Se definen los
términos, las palabras, no las cosas. En la
férmula V == df s/t lo que se define es el
término “velocidad”, no la velocidad misma.

9.° Niveles del lenguaje

Las ciencias pueden ser expresadas o co-
municadas ora por el lenguaje comin —los
llamados idiomas histéricos como el caste-
llano, el francés, italiano—, ora en un lengua-
“ . 71+ 7
je simbélico como el 4lgebra. Tanto al uno
como al otro se les llama primario, cuando
no se utilizan para hablar sobre otro len-

guaje o sobre ellos mismos.

Sin embargo, a menudo necesitamos re-
ferirnos a un lenguaje y, en este caso se dice
que hablamos en “metalengnaje” con res-
pecto al primero.

Por ejemplo, consideremos estas dos frases:

a) me comi un caballo.

b) La expresién “me comi un caballo”
propia de ajedrecistas.

Dado que en la segunda hablamos sobre
la primera, se dice que es una frase en meta-
lenguaje con respecto a la primera que esta-
ria en lenguaje primario.

Pero también podemos hablar a su vez so-
bre la frase que estd en metalenguaje como
por ejemplo:

La expresién “me com{ un caballo” es de
ajedrecistas” es una frase no siempre verda-
dera,

Siguiendo de esta manera obtendriamos
una serie de lenguajes, o, como se les llama,
niveles del lenguaje. Imaginense ustedes que
hay tres personas en fila y que cada una deba
enjuiciar lo que dijo la anterior o, de otro
modo, que cada una se refiera con sus frases
al lenguaje de la que le antecede. En vez
de tres pueden ser muchas personas, por lo
que el nivel del lenguaje ird haciéndose mas
y més alto respecto al lenguaje primario, que
en nuestro ejemplo estard representado por
el primero que dijo “me comi un caballo”.

La teorfa de los niveles del lenguaje esta
basada en el 51gu1ente principio: Lo que se
refiere a un mismo lencrua]e como tal no de-
be expresarse en el mismo lenguaje, es decir,
podemos usar el mismo idioma, pero debe-
mos considerarlo como otro (nivel de) len-
guaje. En efecto, es necesario, en primer lu-
gar, distinguir el simbolo de lo simbolizado.
Para simbolizar algo se precisa de un simbo-
lo; pero para simbolizar el simbolo mismo
no se debe usar éste, sino recurrir a un nue-
vo simbolo (que podria ser el mismo escrito
entre comillas). Este nuevo simbolo pertene-
ce a un metalenguaje con respecto al lengua-
je primario al cual pertenece el primer sim-
bolo.

El principio a que nos referimos permite
resolver, entre otras, ciertas contradicciones
que la Légica Clasica llamé paradojas.

10. Verdad y valencia

Las ciencias exactas trabajan sélo con fra-
ses significativas y con expresiones simboli-
cas significativas. La frase “el hijo gota arri-
ba tener” y la expresién simbélica “= 3 -+
+ 1.0 4+ = 7 4” son no significativas, ca-
rentes de sentido.

En cambio la frase “el sombrero esti afue-
ra” es significativa y, segin la Légica Clési-
ca, puede ser verdadera o falsa.

La Légica Simbdlica llama a “verdad” vy
“falsedad” valores veritativos. Asi, si una pro-
posicién es verdadera tiene el valor veritati-
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vo “verdad”, vy si es falsa el valor veritativo
“falsedad”.

Una Légica, como la Clésica, que tiene dos
valores veritativos se llama bivalente. Pero
de hecho se construyen otras lggicas con
3 (verdadero, indeterminado, falso) 45 ...
o infinitos valores veritativos (légicas tri,
tetra, pentavalente).

11. Ef concepto

El concepto es la unidad fundamental de
un sistema formal; el concepto sirve para
designar los objetos de la Légica, pero es
distinto de ellos.

El objeto de la Légica es, por otra parte, lo
designado por el concepto y la Légica no se
pregunta si los objetos son 6 no objetos reales.

12. El Juicio

La Légica Clasica consideré el juicio co-
mo un acto mental declarativo correlaciona-
do con una proposicién. Como tal no es ma-
teria de la Légica y en su lugar se prefiere
usar hoy los términos de “proposicion” y
“frase” respectivamente. Nosotros hemos em-
pleado varias veces el término “juicio” como
sinénimo de “frase”.

Hemos visto que los conceptos designan
objetos de la Légica. Las frases igualmente
designan algo que son las proposiciones.

13. Raciocinio

Consideremos la expresién siguiente lla-
mada “raciocinio”:

“Si todos los chilenos son americanos y to-
dos los santiaguinos son chilenos, entonces,
todos los santiaguinos son americanos”.

El concepto de raciocinio podemos enten-
derlo como una expresién del tipo “si ...,
entonces, ...” Las frases (una o méis) que
siguen al condicional “si” se llaman premi-
sas; las frases (generalmente una) que sigue
al “entonces” se llama conclusién.

El raciocinio puede escribirse también co-

mo secuencia de frases, separando las pre-
misas de la conclusién por una raya hori-
zontal:

ab b
Premisas

a o ¢

a0 ¢ Conclusién

Para que un raciocinio sea exacto es nece-
sario que las premisas sean axiomas o tcore-
mas de la Légica y/o que la conclusién se
haya obtenido de las premisas usando cier-
tas reglas establecidas por la Logica.

HISTORIA DE LA LOGICA

La preocupacién por la Légica naci6 casi

paralelamente en India y Grecia.

Por el siglo V a. de C. HerAclito y los
Eleatas creen encontrar una legitimidad co-
mn entre el ser de las cosas y el pensamien-
to que trata de aprehenderlas. Zenén, pre-
ocupado de demostrar que lo que es impen-
sable es a su vez irreal, crea una técnica de
refutacién denominada dialéctica.

Los sofistas se jactan de dominar el len-
guaje y de utilizarlo para triunfar sobre sus
adversarios; ellos, entonces, saben bien ma-
nejar los hilos 16gicos y retdricos de las pala-
bras para refutar y demostrar o convencer.
Hay un uso préctico de raciocinios, pero no
una reflexién sobre ellos. Sdcrates, contem-
poréneo de los sofistas, afirma la posibilidad
en la inteleccién de los conceptos. Crea un
método —la inducién socritica— cuya mira
es la definicién conceptual.

Platén, el mas genial discipulo de Sdcrates,
alcanza gran importancia en la Légica. Re-
flexiona sobre el procedimiento de razonar.
Crea un método para conducir la inteligen-
cia hacia la verdad. Es la definicién y la di-
visién como momentos de la dialéctica.

Pero quien construye un sélido cuerpo del
acervo de los conocimientos Ldgicos ante-
riores y de sus propias y monumentales in-
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vestigaciones es Aristoteles, en sus cinco li-
bros comprendidos bajo el nombre de Orga-
nén. Por muchos siglos la obra del estagirita
serd el punto de referencia de toda la Légi-
ca (fué traducida al latin por Boecio en el
siglo V d. de C.). Su contribucién mas im-
portante es la formulacidn de la teorfa del
silogismo categérico que veremos mas ade-
lante. Ademés formulé axiomas muy impor-
tantes de la Légica Cldsica como son los
principios de contradiccidn y tercero exclui-
do; analizé lo que debe ser la definicién
y la clasificacién, y ya encontramos en sus
libros algunos simbolos para ciertos concep-
tos, etc.

A los estoicos se debe el estudio especial
de frases compuestas y de raciocinios. El Me-
dievo se caracteriza por la elaboracion de
la teoria de las “suposiciones” que correspon-
de hasta cierto grado a la teoria de los “ni-
veles del lenguaje”. En el siglo XIV apare-
cio el libro de Raimundo Lullio, Ars Magna,
cuya intencién es la de traducir el lenguaje
com(n a combinaciones simbélicas. En este
sentido es propulsor de la Légica Simbdlica.

Pero el 16gico mas importante de la alta
Edad Media es Guillermo de Occan. Entre
muchos otros raciocinios formulé las llama-
das leyes de De Morgan que cinco siglos mas
tarde e independientemente del primero, és-
te descubre.

Por aquel tiempo, y al abrirse el periodo
renacentista se acrecenté el interés por la ela-
boracién rigurosa de una Ldgica de la in-
duccién como método de las ciencias natura-
les que en este tiempo era opuesta a la Lé-
gica Formal.

Leibniz intentd, como antes Lullio, la crea-
cién de un lenguaje cientifico universal que
permitiese la resolucién de todos los concep-
tos compuestos en conceptos mis simples.

Su segunda contribucién es la idea de
un calculo de razonamiento que consistia en
un tipo de deduccién mecinica similar a la
que caracteriza a las matemiticas. Todas es-
tas tentativas son muy significativas: La Lé-

gica va siendo poco a poco oficio de cienti-
ficos, especialmente de matematicos.

En el siglo XIX Hamilton consiguié por
un artificio especial la llamada cuantifica-
cion del predicado mediante la cual ciertas
frases podrian tratarse como ecuaciones. De
Morgan investigd raciocinios especiales que
la Légica Clasica no traté. Con Boole se ini-
ci6 la formacién propiamente dicha de la
Logica Simbdlica; €l introdujo el producto
Légico, la suma Ldgica, etc.

Frege utiliz6 la Légica Simbdlica para des-
arrollar la aritmética en forma mis rigurosa
y efectud el primer gran anilisis de las ma-
tematicas. Peano analizé el proceso de de-
mostracién en las matemdticas por medio de
la Légica. Whitehead y Russell dedujeron
la Aritmética a partir de la Légica, es decir,
los teoremas de aquélla a partir de los axio-
mas de ésta. La “teorfa de los tipos” de Rus-
sell di6 explicacién a ciertas paradojas (con-
tradicciones aparentes).

Jan Lukasiewicz agregd las Légicas Triva-
lentes y luego, junto con Tarski, las Légicas
de infinitos valores. Hilbert investigé la fun-
damentacién de la Légica misma y formulé
las condiciones que debe cumplir un siste-
ma formal para ser exacto demostrando, co-
mo ya antes Post, que la parte elemental de
la Légica es libre de contradiccién.

En esta ripida ojeada hecha a la historia
de la Légica hemos omitido muchos nom-
bres, algunos muy importantes. Nuestro pro-
posito ha sido solamente sefialar al sentido
que ha tomado la investigacién Légica a
través de su historia.

EL CALCULO DE PROPOSICIONES
1.> Simbolizacién, Conceptos y Definiciones

En este capitulo se explicaran los principa-
les procedimientos necesarios para conocer
cuindo cierto conjunto de frases es verda-
dero o falso.

Se habla de calculo porque en forma se-
mejante a la geometria y en general, a las
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mateméticas, nos encontramos con axiomas
y teoremas. En el clculo de proposiciones se
tendrd un procedimiento que nos permitira
calcular si cierta combinacién de frases es
verdadera o falsa.

Es necesario tener presente que en este ca-
pitulo se estudian las proposiciones como en-
teras, es decir, no se analizan considerando
sus diversas partes. Si tenemos una frase,
“Asia es el continente mas grande”, no vere-
mos sus distintas partes, “Asia”, “es” “el con-
tinente m4s grande”, sino que dirigiremos la
atencién a la frase entera.

Simbolizaremos las frases con letras mi-
nasculas como “p”, “q”, “r”, etc. Ahora
bien, si tenemos, por ejemplo, la proposicion,
“Fl rey de Chile es joven”, simbolizada por
“p” la expresién simbdlica “—p” serd la mis-
ma proposicién negada: “No es el caso que
el rey de Chile es joven”.

En general, si “q” es cualquier frase, la
misma proposicién negada se simboliza an-
teponiendo a “q” el simbolo de la negacién
«__»_ Tgte, junto con otro que veremos lue-
go, son los Gnicos conceptos no definidos del
cilculo de proposiciones.

Ahora “—q” se lee “no es el caso que
q”, o simplemente “no q”. Sin embargo, en
nuestro ejemplo anterior, las frases “El rey
de Chile 70 es joven”, y “No es el caso que
el rey de Chile es joven” no expresan lo mis-
mo. En efecto, segin veremos mas adelante,
si p es una frase falsa —como lo es g en nues-

tro ejemplo—, “—p” debe ser verdadera. Pero.

si traducimos “—q” por “El rey de Chile no
es joven”, esta frase sigue siendo falsa ya
que “El rey de Chile” no existe. Para evitar
esta dificultad, que se presenta siempre en
frases con sujetos singulares que no existen,
es preferible usar la forma “No es el caso
que...” para negar correctamente una frase
dada.

Es necesario aclarar, con relacién a lo di-
cho, lo que debe entenderse por existencia
en légica formal, donde esta palabra tiene
un sentido distinto al que le damos com(n-
mente. Asi, diremos que “algo” existe, si

este “algo” pertencce al campo de aplicacién
de la l6gica. En el cilculo de clases tendre-
mos ocasién de aclarar mais este concepto.

El otro concepto no definido es la disyun-
cién “v”, que se traduce en el lenguaje co-
mén por “0”. “Cervantes fué gran escritor”
o “Cervantes fué un mfsico”. Se simboli-
zar4 por “pvq”. También pueden estar uni-
das por la disyuncién frases que no tengan
entre si unidad de sentido. “El sol es mas
grande que la tierra o los drboles son vege-
tales o no es el caso que la ballena es mami-
fero”, “pvqv-s”. '

El simbolo “v”’ tiene un caricter no exclu-
sivo, es decir, que se pueden afirmar las dos
frases que estin a ambos lados del simbolo.
En el lenguaje comn ocurre con cierta fre-
cuencia. Si dos testigos hacen declaraciones
contrarias ante un juez, se puede decir: “El
testigo A no dice la verdad o el testigo B no
dice la verdad o tal vez ambos no dicen la
verdad”. En este caso el “0” no es exclusivo.
Sin embargo, lo més frecuente es que sea ex-
clusivo; hay que tomar una frase o la otra:
“Juan nacié en Valparaiso o Juan nacié en
Santiago”; “Juan estd vivo o Juan estd muer-
to”. Podemos abreviar diciendo “Juan estd
vivo o muerto”; casi siempre cuando se tra-
ta de dos frases con el mismo sujeto.

Los conceptos que se introducen ahora se
definen, como veremos, con ayuda de los an-
teriores.

La conjuncidén.— - *. “Haendel fué un ma-
sico del siglo XVIII y nacié en Halle”. Se
simboliza “p - q”, se lee “p y @”. “p - —q”
serd “Haendel fué un misico del siglo XVIII
y no es el caso que nacié en Halle”. Tam-
bién se pueden unir frases que no tengan en-
tre si nada en comtn; “el agua de mar es
salada (r) y Napoleén murié en Santa Ele-
na (s)”: “r - s

La implicacién—"= ".“Si los libros son
caros (p), entonces los libreros se haran ri-
cos (q)”. Se simboliza “p & q”. La expre-
sién se puede leer “si p, entonces q” o bien
“p implica q”. También pueden estar impli-
cadas, unidas por el signo de la implicacién,

13
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frases muy diversas: “Si el agua de mar es
salada entonces Napoleén murié en Santa
Elena”.

La equivalencia—" =" “p= q” se lee “si
p entonces y s6lo entonces q” o bien “p cuan-
do y solamente cuando q”. Expresiones de
esta indole son menos comtn en el lenguaje
corriente. Asi por ejemplo: “Si los cerezos
no tienen hojas, entonces y sélo entonces es-
tamos en invierno”, es una expresién que es-
tablece una equivalencia entre “Los cere-
zos no tienen hojas” (p) y “Estamos en in-
vierno” (q). El uso de la equivalencia es
mis frecuente en matemiticas: “Si a > b
entonces y sélo entonces a-b es positivo”.

En el 4lgebra se emplean paréntesis para
determinar el alcance de los signos. (3 + 5)
x2=2%x3-4+5-2=16 En el primer
caso el signo - afecta a 3 y 5 debido al pa-
réntesis; en el segundo caso afecta solamen-
te al dos. Cuando los signos son mis nume-
rosos v las operaciones més complejas se usan
no sblo paréntesis redondos, sino también
cuadrados y paréntesis de llave. En la ldgica
simbélica se trabaja con los mismos parén-
tesis y en el mismo sentido: — (pvq),
—pvq. En el primer caso la negacién afecta
a todas las dos expresiones que estin dentro

del paréntesis, es decir, a2 “p” vy “q”. En el

_"”

segundo caso sdlo afecta a “p”.

Vamos a definir ahora los tres conceptos
anteriores “ - V%o 7 y “= ”, con ayuda de
los conceptos no definidos “—" y “v”.

“p - qQ" = df — (—p v q). En el ¢jemplo
dado se tiene, “Haendel fué¢ un musico del
siglo XVIII y naci6 en Halle” se define “no
es el caso que Haendel no fué un misico del
siglo XVIII o que no nacié en Halle”.
“po q’= df — pva” “Silos libros son
caros entonces los libreros se harin ricos” se
define “No es el caso que los libreros se ha-
ran ricos o que los libros son caros”.
p=q=df (p= q)-(q p). “Si los cere-
zos no tienen hojas, entonces y sblo enton-
ces estamos en invierno” se define “si los 4r-
boles no tienen hojas entonces estamos en

£

invierno y si estamos en invierno, entonces
los 4rboles no tienen hojas”.

Es muy importante recordar que la defini-
cién no es sino una abreviacién. Es por ello
que siempre se puede substituir una expre-
sién por su definicién correspondiente. Si te-
nemos ‘‘p2> q'"’ podemos reemplazarla colocando
“ —pvq”. Del mismo modo, expresiones que
contienen “ = ” o “-”, pueden siempre re-
emplazarse por expresiones que contienen

[11 ”

sOlo “ — 7y “v7”.
2.° Teoremas

Empleando los conceptos anteriores y a
partir de cuatro axiomas, y dos reglas axio-
miticas, que no indicaremos, se deducen lue-
go todos los teoremas del calculo de proposi-
ciones. Estos teoremas son expresiones sim-
bélicas en las cuales dos 0 més simbolos pro-
posicionales son unidos entre si por los con-
ceptos que hemos considerado. Asi, se de-
muestra, que expresiones como “— (p - —p)
o (pv—p), (p = p)”, son teoremas.

La importancia fundamental de los teore-
mas reside en el hecho de que se trata de ex-
presiones que son siempre verdaderas cual-
quiera que sea el significado de las frases
“p”, “q”, “r”, etc.,, que figuren en el teorema
de que se trate. Decimos, por eso, que un
teorema tiene siempre el valor veritativo ver-
dad independientemente de los valores veri-
tativos (verdad o falsedad) de las frases que
en él figuren.

Pero, icémo podemos conocer el valor ve-
ritativo de una frase aislada? §Cémo pode-
mos saber, por ejemplo, de que la frase “To-
dos los cuerpos son pesados” es verdadera o
falsa? Este problema no corresponde a la
l6gica. Es la fisica la ciencia que debe deci-
dir en este caso. La ldgica sdlo puede asegu-
rarnos de que ciertas combinaciones entre
frases son siempre verdaderas (teoremas) o,
si no se trata de un teorema, que puede ser
verdadera seglin el valor veritativo que asig-
nemos a cada frase.
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Ahora bien, el hecho de que los teoremas
son siempre verdaderos no constituye una
propiedad misteriosa, sino que de hecho se
demuestra que esto es asi, siempre que enten-
damos por “verdad” y “falsedad” lo siguiente:

12 Una expresion “— p” es verdadera o
falsa segin que — p sea falsa o verdadera.
Es decir, si la fisica, por ejemplo, dice que
“q” es falsa, entonces la légica afirma que
“— q” debe ser verdadera.

2.° La expresién “pvq” es verdadera siem-
pre que tanto “p” como “q” no sean ambas
falsas.

Expresiones como “p - q”, “p v q”, no son
teoremas. Su valor veritativo depende del va-
lor de “p” y “q” respectivamente de acuer-
do con la convencién que, seglin lo recien-
temente dicho, se ha adoptado para definir
el valor veritativo de las expresiones “ — p”
y “pvq”. Asi se demuestra que “p - q” es ver-
dad sélo y solamente si “p” y “q” son ambas
verdaderas. “p = q” es falso, sélo y solamen-

[{Pugt]

te si “p” es verdad y “q” es falso. “p = q
es verdad siempre que “p” y “q” tengan el
mismo valor veritativo.

Vamos a enunciar ahora, sin demostracién,
ya que para ello necesitarfamos los axiomas,
algunos teoremas importantes del clculo de
proposiciones. Asi, consideremos en primer

lugar el Teorema de la Contradiccién.

13

—(p-—p)

Dado que, seglin hemos visto, “p - q” es
sélo verdad si tanto “p” como “q” son ver-
daderas, y como “p” y “—p” no pueden ser al
mismo tiempo verdaderas, tenemos pues que
“p - — p” es siempre falso. Es asi como
— (p - — p) sera siempre verdad, de acuer-
do con la interpretacién que la légica for-
mal da a los conceptos “—” y “ - 7. Esto es lo
que expresa el teorema de la contradiccion:
“No es el caso (—) que dos frases (p y — p)
de las cuales una es la negacién de la otra,
sean ambas verdaderas”.

Pero dos frases, siendo una la negacién

de la otra, tampoco pueden ser ambas fal-
sas: Esta condicién es expresada por el Teo-
rema del Tercero Excluido que se simboli-
za por:

pv—p

Por ejemplo: “llueve, o no es el caso que
llueve” (llueve o no llueve), es una expre-
sidn que es siempre verdadera.

Otro teorema importante es el Teorema de
la doble negacién:

—(—p)=p

Segln este teorema, negar una frase dos
veces equivale a afirmarla. Por ejemplo: “No
es el caso que este tridngulo no tiene tres la-
dos” es equivalente a “Este tridngulo tiene
tres lados”. '

Teoremas de la conmutacion—Segln es-
tos teoremas se puede cambiar el orden de
las proposiciones siempre que estén unidas
por “- 7, W7, % = ™

“La tierra gira alrededor del sol y los pla-
netas describen curvas elipticas” es equiva-
lente a “los planetas describen curvas elipti-
cas y la tierra gira alrededor del sol”. Lo
mismo tendremos para proposiciones que es-
tén unidas por la disyuncién o la equivalen-
cia. Seglin estos teoremas se puede cambiar
el orden indistintamente.

También podemos asociar diversas propo-
siciones siempre que estin unidas por: “ - ”
o por “ v 7. Esto es asi segn el zeorema
asociativo.

[(p v q v r} — [pvgvr}
[P q - r}—[p-qrl]

La condicién de conmutacibén y asociacién
es la misma que ofrece el 4lgebra.

Ejemplos:

El teorema de idempotencia— “pvp=p”.
Si tenemos frases como “Napolebn vivi6 en

e
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el siglo XIX o Napoleén vivié en el siglo
XIX?”, simbolizadas por “pvp” podemos es-
cribir solamente “p”. Aunque esto parezca
indtil tiene aplicacién cuando se tiene una
expresién que contiene algunas proposicio-
nes que se repiten y que estdn unidas por
“y”. Si se tiene “pvqvqvp - q”” podemos escri-
bir “pvq - q” suprimiendo las frases que es-
tén repetidas y unidas por “v”. Lo que resul-
te después de haber suprimido esas frases es
equivalente a lo que se tenia anteriormente.
El mismo teorema es valido para la conjun-
cién: “‘p - p = p”.

Los teoremas de De Morgan—Afirman
que la negacién de la conjuncién y de la
disyuncién de dos frases, son equivalentes
respectivamente a la disyuncién y conjun-
cién de las mismas proposiciones negadas
individualmente.

—(@-q =
—{{pva

—pv—gq
—Dp-—q

“No es el caso que Alemania es un pais
despoblado y Suiza un pais extenso” es equi-
valente a “Alemania no es un pais despobla-
do o Suiza no es un pais extenso”. “No es el
caso que, Alemania es una despoblado o Sui-
za un pafs extenso” es equivalente a “Ale-
mania no es un pais despoblado y Suiza no
es un pais extenso’. Estos teoremas permi-
ten substituir una expresién con paréntesis
por otra sin paréntesis.

3.2 La Dectsibn

Hemos dicho anteriormente que la légi-
ca no se pronuncia sobre la verdad o false-
dad de un simbolo proposicional aislado, si-
no que sélo puede garantizar si ciertas ex-
presiones complejas son siempre verdaderas
(teoremas), o bajo qué condiciones otras,
que no son teoremas, pueden ser verdaderas.
Para resolver este problema, la 16gica recurre
a un conjunto de procedimientos que permi-
ten transformar expresiones. Este método se
llama decisién.

Asi como en el 4lgebra resolvemos una
ecuacidn para encontrar el valor de su in-
cdgnita, asi en logica decidimos una expre-
sién para encontrar su valor veritativo. En
el 4lgebra simplificamos la ecuacién y des-
pejamos la incdgnita; en 16gica también de-
bemos simplificar la expresién cuyo valor
veritativo queremos decidir. Llamamos for-
ma normal a las expresiones logicas simpli-
ficadas. Una de las mis importantes es la
forma normal conjuntiva, que contiene sélo
conjunciones como operacién mayor (la que
afecta al paréntesis) y disyunciones que afec-
tan a proposiciones simples o a sus negadas.
Ejemplos:

pv q
(pvq  (tv—q)  (—sv—p)

Estas son dos expresiones en forma nor-
mal conjuntiva. Simbolos como “= ”, o
“D ") o negaciones que afectan a mis de
una proposicion no deben aparecer. Hemos
visto que estas Gltimas se pueden eliminar
mediante los teoremas de Morgan vy el teo-
rema de la doble negacién, mientras que
“m> ”y“ = ” pueden substituirse por sus
definiciones en que aparecen sélo “v” y
“ — . Mediante el conocimiento de los axio-
mas y otros teoremas que no hemos tratado,
es siempre posible transformar cualquier ex-
presién a su forma normal y conjuntiva.

Supongamos, por ejemplo, que en un tex-
to de filosofia nos encontramos con un ra-
ciocinio complejo, y queremos saber bajo qué
condiciones serfa verdadero. Para ello lo sim-
bolizamos,

sea:

—[(—=p p)v—(—qvpl
la definicién de “ - ” nos da:

—{(—=p-p)  (—qvp)

aplicando el teorema de De Morgan al pri-
mer paréntesis:

(——pv—p) (—qvp)
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aplicando el teorema de la doble negacién:

(pv—rp) (—qvp)

Esta es una forma normal conjuntiva.

Ahora bien, se demuestra en general que
una forma normal conjuntiva es verdad, si
cada expresion entre paréntesis es verdad.
En nuestro ejemplo la expresién del primer
paréntesis “pv — p” es el teorema del terce-
ro excluido y por lo tanto siempre verdad.
El valor veritativo de la expresién del segun-
do paréntesis “ — q v p” es falso si q es ver-
dad y p es falso. Por lo tanto la expresién
no es siempre verdadera. En esto consiste la
decisién.

Ejercicios:

Traducir al lenguaje comin si “p” signi-
fica “la torre de Eiffel estd en Paris” y “q”,
“la torre de Eiffel estd en Londres™.

Si “p” significa “China es un pais exten-
SO”' ¢« ({91
>

q” “Suiza es un pais montafioso”; “r
“el Everest es el monte mis alto del mundo”:

o]

.q .
pP (qvr)
(@.m) = p

Simbolizar:

“Si China es un pais extenso, entonces no
es el caso que Suiza es un pais montafioso”.

“Si Suiza es un pals montafioso, entonces
no es el caso que el Everest es ¢l monte mis
alto del mundo y no es el caso que China es
un pais extenso”.

“Si Suiza es un pals montafioso, entonces
y sélo entonces, el Everest es el monte mas
alto del mundo”.

CALCULO DE CLASES

1. Elementos, Clases y Subclase

Supongamos que visitan ustedes una ex-
posicién de flores, ubicadas segin su color.

Podemos decir entonces que la coleccién de-

flores blancas constituye una clase, de flores
rojas otra... y asi sucesivamente hasta abar-
car todas las flores. Tomando otro ejemplo,
imaginense en el campo frente a diferentes
tipos de animales. Todas las ovejas consti-
tuiran una clase, todas las vacas otra, los ca-
ballos una tercera, etc.

Simbolizaremos una clase por medio de
las letras maytsculas:

ABCD ... ... ..

Y los elementos de las diferentes clases por
las letras mindsculas:

XY Z ...

Escribimos x €A

toda vez que x sea un elemento de la clase
A. Asi; si A es la clase de los Liceos de San-
tiago, y x el Liceo N.” 3 dirfamos que x € A.
O, para tomar el ejemplo del comienzo si
B es la clase de las flores blancas ¢ “y” una
cala, escribimos “y e B”. También podria
darse el caso de que B representara por ejem-
plo, la clase de las flores rojas y “x”, siempre
una cala; entonces X no seria un elemento
de B. Esto se simboliza por: x — & B. Del
mismo modo, si A es la clase de las ovejas,
y “x” aquella vaca determinada, escribimos:
x — &€ A.

Pero detengdmonos todavia en A, es de-
cir, en la clase de las ovejas. Sucede que mu-
chas de ellas tienen un manchén negro en
el lomo. Constituyen la clase de las ovejas
con un manchén negro, la que llamaremos
C. De esta manera cualquier elemento de C

e



Exprosicton Moperna DE La Lbcica FormaL

109

es al mismo tiempo elemento de A, ya que
todas las ovejas con una mancha negra son
al mismo tiempo simplemente ovejas. Deci-
mos, en este caso, que C es una subclase de
A; en simbolos: C < A.

Pasemos a otro caso: Sea A la clase de to-
dos los profesores del liceo, y B la clase de
los extranjeros. Podemos entonces formar
una tercera clase de todos aquellos indivi-
duos, que a la vez son profesores y extran-
jeros; es decir, la clase de los profesores ex-
tranjeros. Esta clase constituye la interseccion
de A y de B, que simbolizamos por:

AnB

Luego la interseccién de A y B es la clase
de todos los elementos que pertenecen tan-
to a A como a B. Siguiendo con nuestro
ejemplo (A : clase de los profesores; B : clase
de los extranjeros), podemos también for-
mar la clase de todas aquellas personas que
son o profesores o extranjeros. A ésta la lla-
maremos la #nién de A y B, que simboliza-
remos por: A U B.

La unién de A y B es la clase de los ele-
mentos que pertenecen a A o B. Asi por
ejemplo; si A es la clase de todos los indi-
viduos del sexo masculino y B la clase de
aquellos del sexo femenino, A U B es en-
tonces la clase de los seres humanos.

Tomemos nuevamente nuestro A como la
clase de todos los profesores de liceo. Pode-
mos formar una clase constituida por todo lo
que no sea profesor de liceo (flor, casa, perro,
nimeros, o lo que sea). A ésta la llamaremos
la megacion de A, que simbolizamos por:

— A

Sea ahora A la clase de los paralelogramos
7 B la clase de los cuadrilateros con dos pares
de lados paralelos. Si tomamos el paralelo-
gramo x, podemos entonces decir que per-

tenece a la clase A; o, tendremos x &€ A.
Pero, por otra parte, siendo todo paralelogra-
mo un cuadrilitero con dos pares de lados
paralelos, también es x elemento de B. Lo
mismo sucederd para cualquier paralelogra-
Mo X, v, z. Es decir, todos los elementos de
A son elementos de B, y todos los elemen-
tos de B, son elementos de A. Decimos en
este caso que las clases A y B son iguales;
en simbolos: A = B.

Sabemos que en el mundo que nos rodea
tenemos que Vernos con casas, rios; personas,
ndmeros y asi sucesivamente. Este mundo
de todas las cosas constituye la clase univer-
sal que denotamos por V.

Pero la clase universal no es Gnica. Los
elementos que ella contiene, si bien son siem-
pre todos los elementos, dependen del “mun-
do” que se considere. Asi el “mundo” del
fisico (Vfisico) es distinto del “mundo” del
poeta (Vpoeta), pues mientras que las “ha-
das” son elementos de Vpoeta, no lo son de
Vfisico.

Consideremos ahora la clase de “los perros
que estudian con nosotros en el Liceo”, o
la clase de “los diputados que a la vez son
diputados y senadores”. Evidentemente es-
tas clases no contienen elementos. En gene-
ral, una clase que no contiene elementos es
llamada clase vacia y denotada por A. Aho-
ra, si queremos indicar que cierta clase A
no es vacia, es decir, que A contiene por lo
menos un elemento, entonces escribimos
q A

Veremos ahora cémo todo lo que hemos
explicado puede ser representado grifica-
mente por medio de sencillas figuras geo-
métricas. Esto se hace de la siguiente mane-
ra: la coleccién de todo lo que entra dentro
del mundo en el cual trabajamos (V) esta-
ra representada por un rectingulo. Cada cla-
se (A, B, C...) la representaremos por un
circulo y cada elemento (%, y, z) por un
punto. Asi tendremos:
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1) El circulo representa toda la clase A; el punto
un elemento x; por lo tanto, es elemento de A.

2) A (el circulo més pequefio) es una subclase
de B (el circulo grande). Es decir, todo ele-
mento de A lo es también de B.

3) La parte rayada nos sefiala todos aquellos ele-
mentos que entran tanto en el circulo que
es A como en aquél que es B. Por lo tanto es
la clase de los elementos que son a la vez ele-
mentos de Ay de B: A B.

4) La parte rayada nos sefiala todos aquellos ele-
mentos que pertenecen o al circulo que es A o
aquél que es B. Por lo tanto es la clase de
aquellos elementos que son elementos de
AodeB: AUB.

5) La parte rayada nos sefiala todos aquellos ele-

2.° Teoremas

Vamos a considerar, ahora, algunas propie-
dades de los conceptos introducidos. Tome-
mos, nuevamente, nuestra clase A como la
clase de los profesores y B como aquella de
los extranjeros y formemos la clase de aque-
llos individuos que pertenecen tanto a A co-
mo a B: A n B; es decir, la clase de los pro-
fesores extranjeros. Es evidente que esta cla-
se serd la misma que resulte de formar BQA,
es decir, la clase de los extranjeros profeso-
res, de aquellos individuos que a la vez son
extranjeros y profesores. Segiin lo que hemos
visto acerca de la igualdad de clases, pode-
mos escribir:

An B =B A (conmutatividad de la
interseccion).

mentos que no entran en la clase A. Por lo
tanto es negacién de la clase A: — A.

6) Esta figura nos estd sefialando que A es una
clase no vacfa, ya que contiene por lo menos
el elemento x: Tl A

7) En esta figura, el circulo que representa a A
coincide exactamente con el que representa
a B. Por lo tanto nos estd sefialando que todos
los elementos de A son elementos de B y to-
dos los elementos de B son elementos de
A: A =B

8) En esta figura la parte rayada, es decir, la
totalidad del rectdngulo, nos sefiala la totali-
dad del mundo especifico del cual nos ocupa-
mos. Representa por lo tanto la clase univer-

sal: V.

Siguiendo con nuestros mismos A y B, for-
memos ahora la clase de aquellos individuos
que son o profesores o extranjeros, como ya
sabemos: A U B. También es facil darse cuen-
ta que esta clase serd la misma que aquella
que resulte de formar B U A, es decir, la clase
de aquellos individuos que son o extranjeros
o profesores. Luego:

A UB =B U A (conmutatividad de 1a
unién).

Pero sigamos con nuestra A. Sabemos que
— A es la clase de todo lo que no es profe-
sor, es decir, la clase de los no-profesores.
Podemos ahora formar la clase de todo lo
que 70 sea — A, es decir, la clase de los que
no son no-profesores:

— — A
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- Esta sera la clase de los profesores ya que
todo lo que no es no-profesor es necesaria-
mente profesor. Luego, tenemos:

—— A=A
3.° Juicios

Consideremos, ahora, los siguientes jui-
cios (frases): “Todos los hombres son mor-
tales” o “Todas las luces estin apagadas” o
“Ningin hombre es de vidrio”; en estos
ejemplos nos estamos refiriendo al total de
las clases de los hombres; al total de las cla-
ses de las luces y al total de las clases de
aquellos individuos que no son hombres.
Siempre que en un juicio afirmemos o ne-
gamos algo sobre la totalidad de los elemen-
tos de una clase, diremos que se trata de un
juicio universal, afirmativo o negativo segin
el caso. Para distinguirlos simbolizamos los
juicios universales afirmativos por a y los
juicios universales negativos por e. Tomemos
entonces el juicio universal afirmativo: “To-
dos los hombres son mortales”. Si A repre-
senta la clase de los hombres y B la clase de
las cosas mortales, tendremos por lo tanto
que todo elemento de A (es decir, todo hom-
bre determinado) es también elemento de
B, es decir:

A <o B (juicio universal afirmativo)

Veamos el juicio universal negativo: “Nin-
gln hombre es de vidrio”. Es evidente que
en lugar de esto podemos decir: “Todos los
hombres son no de vidrios”. Entonces si A
representa la clase de los hombres, B la clase
de los objetos de vidrio, y por lo tanto — B
la clase de todo lo que no es de vidrio, ten-
dremos que cualquier elemento de A es a
la vez elemento de — B, es decir:

A <o — B (juicio universal negativo)
Pero no siempre hablan ustedes, de todos

los hombres, de todas las luces, etc. También
pueden referirse a algunos hombres o a al-

gunas luces, afirmando o negando algo de
ellas. Se trata entonces de juicios particulares
afirmativos que se simbolizan por i y de jui-
cios particulares negativos, o.

Tomemos el juicio particular afirmativo:
“Algunos alumnos son ordenados”. Esto
equivale a decir: “Hay individuos que son a
la vez alumnos y ordenados”, es decir “la
clase de los alumnos ordenados es una clase
no vacia”. Ahora, si A es la clase de los alum-
nos y B aquella de los individuos ordenados,
sabemos que la clase de los alumnos orde-
nados serd la interseccién de A y B:

AnB

Y para expresar el hecho de que efectiva-
mente hay alumnos ordenados ponemos:

a! A 0 B (juicio particular afirmativo i)

También podriamos decir: “Algunos alum-
nos no son ordenados”, con lo que tendria-
mos un juicio particular negativo. La clase
de todo lo que no es ordenado serfa como ya
sabemos — Bj; y la clase de todos los indivi-
duos que son a la vez alumnos y desorde-

nados:

An—B

Expresando el hecho de que efectivamen-
te hay elementos en esta clase, escribimos:

d!' AN — B (juicio particular negativo o)

Por dltimo también formulan ustedes, jui-
cios tales como: “Pedro no es buen compa-
fiero”, “Sécrates es filésofo”, etc., en los cua-
les se refieren a un solo individuo. Se trata
en este caso de juicios singnlares, afirmativos
0 negativos.

Cuando dicen por ejemplo: “Sécrates es
fildsofo” es lo mismo que si dijeran: “Sécra-
tes es elemento de la clase de los filésofos”.
Llamando A a la clase de los fildsofos y sien-
do x, Sécrates en nuestro ejemplo, tenemos:

x € A (juicio singular afirmativo)
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Pero si B es la clase de los pintores, ten-
driamos:

x € — B (juicio singular negativo)

Es decir: “Sécrates no es pintor” o: “Sécra-
tes es elemento de la clase de los individuos
que no son pintores’.

Tomemos nuevamente el juicio universal
afirmativo: “Todos los hombres son morta-
les” (A < B). Podemos negar este juicio y
por lo tanto decir: “Es falso que todos los
hombres son mortales”. Se puede demostrar
que esto equivale a decir: “Algunos hombres
no son mortales” (juicio o). Expresando es-
to por medio de clases tendriamos:

tAn—B

Es decir, la clase de los individuos que son
hombres y no mortales no es vacia. De don-
de negando un juicio a llegamos al juicio o:

—a=2a0

Tomemos nuevamente nuestro juicio “Al-
gunos alumnos son ordenados”, es decir,
“Hay individuos que son a la vez alumnos
y ordenados”. Esto equivale segin hemos
visto, a decir: “Algunos ordenados son alum-
nos”, es decir, “Hay individuos que son a la
vez ordenados y alumnos”. Podriamos proce-
der de la misma manera con el juicio par-
ticular negativo. “Algunos alumnos no son
ordenados”, el que por lo tanto tendria el
mismo significado que el juicio: “Algunos
individuos no ordenados son alumnos”. Es-
te procedimiento recibe en el primer caso el
nombre de conversién, y en el segundo caso
el de contraposicién parcial.

Simbolizando:
ql AQB
es lo mismo que
o BaA
y
! An—B

es lo mismo que
El—BnA

El Silogismo Bédrbara—En pagina 102
hemos dado un ejemplo de raciocinio:

Todos los chilenos son americanos
Todos los santiaguinos son chilenos
Todos los santiaguinos son americanos

Hemos dicho, ademas, que los juicios que
estan sobre la raya horizontal se llaman pre-
misas y el que estd bajo, conclusién.

Ahora bien, aplicando lo que hemos ya
mostrado en el Célculo de Clases, podemos
escribir las premisas y la conclusién de la
siguiente manera:

A @ B (juicio a)
C @ A (juicio a)
C =@ B (juicio a)

A este raciocinio se le ha llamado desde
antiguo “silogismo Barbara”, teniendo en
cuenta que la palabra “Barbara” tiene tres le-
tras “a”. Por convencién, entonces, cuando
un raciocinio tiene sus dos premisas y su
conclusién universales afirmativas (a) se le
denomina “Barbara”.

Estos raciocinios y otros que aqui no pre-
sentaremos fueron tratados por Aristételes
(Primeros Analiticos). Los Légicos moder-
nos han logrado una mayor perfeccién y ri-
gor en su formulacién, al mismo tiempo que
determinado su nmero axiomAticamente.

4° Significados del verbo “Ser”

En el lenguaje diario empleamos a cada
instante el verbo ser. Sea que digamos: “Juan
es un buen compafiero”. “Los perros son ma-
miferos. . .” y asi sucesivamente. No se hace
ninguna diferencia en cuanto al significado
del verbo en cada caso a pesar de que por lo
menos un matiz diferencial es evidente de

ERYY

JEor
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un juicio a otro. Veamos ahora, utilizando
nuestros conocimientos sobre los juicios, los
cuatro significados principales que es posi-
ble distinguir en el verbo que tratamos.

1) Cuando se dice por ejemplo: “Beetho-
ven es el sordo de Bonn” se estd empleando
el verbo en el sentido de “ser idéntico a”.
Asi, decir “Beethoven” es lo mismo que de-
cir “ el sordo de Bonn”. Tomando otro ejem-
plo: “Santiago es la capital de Chile”: “San-
tiago es idéntico a la capital de Chile”. En
este caso el verbo ser se simboliza por el sig-
no “=", por ejemplo: “Santiago == capital
de Chile”.

2) Cuando se dice por ejemplo: “Juan es
profesor”, o “Platén es fildsofo” se estd em-
pleando el verbo ser en el sentido de “ser
elemento de”. Asi, Platén es elemento de la
clase de fil6sofos, Juan es el elemento de la
clase de los profesores. En este caso el ver-
bo se simboliza por: €: y es como hemos
representado los juicios singulares: Platén
(a); clase de los filésofos (F).

3) Cuando decimos por ¢jemplo: “Todos
los hombres son mortales” o “Todos los ar-
boles son plantas” se estdi empleando el
verbo con el sentido de “subclase de”. Asi la
clase de los 4rboles es una subclase de la cla-
se de las plantas. La clase de los hombres es
una subclase de la clase de los mortales. En

este caso el verbo ser se simboliza por <.

4) Cuando decimos, por ejemplo: ‘Algu-
nos alumnos son ordenados” estamos em-

. &<
pleando el verbo ser en el sentido de “ser la
intersecci6én no vacia de”. Asi: “Algunos
alumnos son ordenados” es la interseccién
no vacia de la clase de los alumnos y la clase
de los individuos ordenados. Se simboliza por
1%

7!; vy es como hemos representado los juicios
particulares.

Ejercicios

1.—Si A representa la clase de todos los pe-
ces y B la clase de los peces de rio, i qué
podrian ustedes decir en la relacién de
A y B, por qué?

8—Anales...

2—iCual es la interseccidén entre escrito-
res y personas de nacionalidad chilena?

3—Si A es la clase de todos los cuadrados
y B la clase de todos los rectingulos,
dcuil seria la unién de A y B?

4.—S1 B representa la clase de los jugadores
de fatbol, ¢cudl serfa la negacién de B?
Nombre usted algunos elementos que
pertenecen a esta clase.

5—Si A es la clase de las figuras de tres la-
dos y tenemos que A = B, iqué clase
representa B?

6.—Representar geométricamente:
a) “y” es elemento de B,
b) el Liceo N.” 3 es uno de los liceos

de Santiago.
¢) la cala no es una flor roja.
d) Johnson es un profesor extranjero.
e) la totalidad de los seres mitolégicos.
f) las vacas son una subclase de los ma-
miferos.

EL CALCULO DE RELACIONES
1. Ejemplos y definiciones

Consideremos, ahora, las siguientes propo-
siciones:

Carlos es hermano de Juan
Chile es menor que Argentina
El castellano es parecido al portugués.

El caricter distintivo de éstas y otras fra-
ses similares, consiste en que todas ellas es-
tablecen una conexién entre un par de ele-
mentos, que en el caso de nuestro ejemplo,
son: Carlos-Juan, Chile-Argentina, castella-
no-portugués. La conexién respectiva es lla-
mada relacién, y estd dada por la expresién
escrita con letras may(sculas.

Los pares de elementos indicados admiten,
desde luego, también otras relaciones. Asi,
el par Carlos-Juan, podria satisfacer las otras
dos relaciones indicadas:

Carlos es menor que Juan
Carlos es parecido a Juan

1
i
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y también otra:
Carlos es mds pesado que Juan

Ademis, cada uno de los miembros de un
par, puede aparecer bajo la misma, u otra,
b . . P ’
relacién con un miembro distinto. Asi,

Juan es hermano de Antonio
Carlos es casado con Marta

Frases que establecen relaciones son muy
frecuentes en el lenguaje cientifico, especial-
mente en las matematicas. Asi (2 + 2) =4,
indica que (2 + 2) estd en la relacién de
igualdad (“es igual a”) con 4.

En general, cualquier frase que establece
alguna relacién, dada por cierta propiedad,
entre un par de elementos (cosas, personas,
ideas, etc.), puede ser simbolizado en forma
muy conveniente por

xRy

que indica que x estd en la relacién R con y.

X, o y considerados individualmente, se 1la-
man miembros de la relacién R.

El miembro que antecede a “R” (x en
nuestro ejemplo) se llama referente, y el que
sucede a “R” (y) se llama relazo.

Las letras usadas no son las {inicas posi-
bles; as, expresiones como “z P w”, o
“p T q”, simbolizan también relaciones.

2 Relacién Negada

Supongamos que Carlos (c) y Juan (j)
son hermanos. Si H es la relacién ser herma-
no de, tenemos desde luego ¢ H j, y tam-
bién j H c.

Si ambos son amigos (A), podemos escri-
bir asimismo ¢ A j. Pero si P es la relacién
ser padre de, entonces “Carlos no esti en la
relacién P con Juan”. La expresién entre co-
millas establece la relacidén negada de P en-
tre ¢ y 3. En simbolos se expresa lo anterior:
c—P

En general, st x estd en la relacién R con
¥, pero x 7o estd en la relacién R con z, en-
tonces escribimos respectivamente: x R y;
x— Rz

Como ejemplos de relaciones y sus nega-
das, tenemos:

R —R
Mata a No matar a
Dar a No dar a

Mas bello que No mis bello que

En Légica basta anteponer la negacién o
a una relacién dada para obtener su negada.
Sin embargo, el idioma comdn posee, para
la negacién de algunas relaciones, expresio-
nes que evitan el uso del no. Asf, por ejem-
plo, la relacién 7o ser igual a puede reempla-
zarse por ser distinto de, que expresa lo mis-
mo. Pero esto envuelve sus peligros. Si “R”
denota, por ejemplo, ser mds pesado que, en-
tonces podria pensarse que la relacién T ser
menos pesado que, es la negada de R. Pero
si Ratl (r) 70 es mis pesado que Sergio (s),
en simbolos r — R s, podria muy bien ser
que Rall y Sergio tuvieran el mismo peso,
en cuyo caso r T s serfa falso.

3.2 Relacidén Inversa

Si bien la relacién T del ejemplo anterior
no es la relacién negada de R, guarda, sin
embargo, con R una intima conexién. En
efecto, supongamos que Mario (m) es mis
pesado que Nano (n); en simbolos: m R n.
Entonces tenemos, desde luego, que Nano
es menos pesado que Mario, es decir, n T m.
Vemos que al pasar de una expresién sim-
bélica a la otra se ha invertido el referente
y el relato. Decimos, en este caso, que T es
la relacidn inversa de R, o R es la relacién
inversa de T, y escribimos respectivamente

entre R = T; T = R Asi, nuestro ¢jemplo

puede escribirse n R m.
En general, si todo par de elementos X-y
para el cual se tiene x P y, se tiene también
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y Q x (nétese el orden invertido) entonces
Q es la relacién inversa de P, o P es la Vrela-
cién inversa de Q, y escribimos P == Q, o
Q — P,

Asi, a las relaciones dadas anteriormente
corresponde las siguientes relaciones inversas:

~

R R

Matar a Ser matado por
Dar a Recibir de
Mads bello que Menos bello que

Dada cierta relacién R, no debe confun-

-dirse su negada — R con su inversa R. Asi,
por ejemplo, si R es la relacién matemitica

“Z” (mayor o igual que), entonces R es
“<” (menor que), mientras — R es “no
mayor o igual que” que se acostumbra sim-
bolizar por “=”. Claro que cualquiera par de
elementos que estin en la relacién R (<),
también estin en la relacién — R, pero no
reciprocamente. En efecto, 3 < 4,y 3 = 4

son ambas validas.

4.° Relaciones Reflexivas, Simétricas y
Transitivas

Un grupo muy importante de relaciones
son las que verifican algunas de las propie-
dades que se indican:

R es reflexiva si x R x para todo x
que es miembro de R.

R es simétrica si x R y implica
siempre ¥ R x.

R es transitiva si xRy y yRz
implica siempre x R z.

Asi, una relacién R es reflexiva si cual-
quier referente de R puede ser relato de si
mismo. La relacién “=” es reflexiva, ya que
para cualquier némero n se tiene siempre
n = n. Pero “>” no es reflexiva, puesto que
n > n es absurdo. Ademis, de un modo algo
artificial podemos afirmar que un individuo
se suicida a si mismo. Entonces suicidar A

es una relacién reflexiva: “Carlos suicida a

‘Carlos” (Carlos se suicida).

La relacibn ser cényuge de es simétrica,
pues si X es cényuge de y, entonces se tie-
ne también siempre: y es cényuge de x. Pero
la relacién ser amigo de, no es simétrica, ya
que si Carlos es amigo de Juan, puede muy
bien ser que Juan 7o sea amigo de Carlos.

Como de a = b y b = ¢, podemos con-
cluir que a = ¢, tenemos que “=" es un
ejemplo de relacién transitiva. Del mismo
modo, la relacién de paralelismo (||) en
geometria es también transitiva; en efecto,
si Ly || Le y Lo || L, entonces Ly || L. Es
decir, “si dos rectas (L; y Ls) son paralelas
a una tercera, (L,), entonces son paralelas
entre si”.

La relacién matematica “==" de igualdad,
es al mismo tiempo reflexiva, simétrica y
transitiva. En efecto, para todo nfimero a,
b y ¢, se tiene siempre:

reflexiva: a=a
simétrica: sia = b entoncesb —a
transitiva: sia = b y b = c, entonces a = c.

Ejercicios

1) Dé ejemplos de relaciones que se pue-
dan establecer entre:

a) figuras, geométricas; b) dos clases
Ay B;

¢) un elemento 2 y la clase 4 de la cual
es elemento

d) dos personas (relacién de parentes-
co); e) objetos de la sala;

f) dos animales; g) dos plantas; h) dos
proposiciones.

2) Forme expresiones con las relaciones del
punto 1.

3) Simbolice adecuadamente las expresio-
nes de (2). Indique el referente, el rela-
to, la relacién, los miembros de la rela-
cién y el par de elementos de la relacién.

4) Indique las relaciones negadas e inver-
sas de:
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5) Indique cuéles de las relaciones de (4)
son simétricas, reflexivas o transitivas.

6) Dé 5 ejemplos de relaciones simétricas,
5 de reflexiones y 5 de transitivas.

a) Ser abuela de (R); b) recibir de (S);

¢) Ser divisible por (T); d) Ser perpen-
dicular 2 (U);

e) Ser enemigo de (V).
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