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Las investigaciones siguientes se refieren a las lineas de influencia para car

gas verticales.

'I'rataremos prlmeramente las vtgus simples y en seguida las continuas de

alma lIena y enrejadas can reacciones verticales (Cap. I a VI) y en que las cargas
se trasmiten a las vigas concentrndas en ciertos puntos (los trasversanos) que lla

maremos simplemente nudes.

Estas investigaciones tienen por objeto, la deducci6n de las relaciones reel

procas entre las diferentes Iineas de influencia; relacjones cuyo conocimiento facio

li tara en mucho In construccion de dichas lineas.

A.-VUjU.S SIliPLES Y VIGA.S CONTINUAS

§ I.-Relaei6n entre las lineas de illtlnenela de lOll momento!! .111,-1

Y ll, para dOl!! nudos eonseentlvos (r - 1) Y (r) y la linea de

jutlueneia dl' 108 esfuerzoll de cortc V, para el pano A, com

prendido entre eMOS dos undos.

Sea A, In lnz del pano comprendido entre los dos nudos (r - 1) Y (1') Y V, el

estuerzo de corte en nn punto del pafio y distante de una cantidad Z del punto
(r-l). Imaginemos una carga en el pano, que Be trasmita a los nudos, se tendran
las relaciones generales siguientes: (Fig. 1)

M,_I=V,Z

M, = V, ( Z + A,) de donde

Ingenieroe-c- "
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1) M, - M,-l = V, A, a sea

V,
1
-- (M, - M, - 1 ) *A,

Pero en el caso de una carga aislada, M, y M, _ 1 quedan determinados par

a)
-

+

la ardenada de lit linea de infiuencia correspondiente, medida a plomo de hi carga

y podemos decir:

1) La diferencia de las drea" de influencia para M, y M, _ 1 (parte achurada

jig, 1) representa el drea de infiuencia para los V, aumentada A, veees

Si se han eonstruido las llneas de influencia de los mementos para los nudos

eonsecutivos no sera, pues, necesario determinar especialmente las areas de in

fluencia para 108 esfuerzos de corte V, porque la diferencia entre dOB areas de in

tluencia de momentos cousecuti vas dara inrnediatarnente el area de influeucia para
los valores V'A.-

En la (fig. la) se ba relerido el area de influencia para las V, A, (achurada)
a una linea recta.

,., Relucidn que esta de acuerdo con In ecuaeion couocida: V
d �[

dx
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§ II.--Relaelon entre las Iineas de Inftueneia de momentos para tres

nndos eonsecutivos (r - I); r y (r + I)

Se supone cualquier distribucion de las cargas y en tal forma que entre los

nudos (r - 1) Y (r + 1) 110 existan ninguna de ellas. Tendremos las relacfones

M,_, = V, Z ,

( M, - lIf,_1 v, x,
M, = V, ( Z + X,

I l\I, + 1 - M, v, x, + 1

M, + I = V, (Z + X, + X, + 1 )

de aqul tendremos

2)
M,-M,-l X, •

l\ir + 1
- l\lr

--

Ar + 1

Para una carga aislada pod remos decir entonces:

2) La raz6n entre las difereneias de las ordenadas correspondienies Q dos, de
ires, lineae de influencia consecutioas, es constanie en todo el traueeto de ella», escep·
to en la parte correspondienie a los panos Ar Y Ar + 1. Esta raton es igual a

X,
Ar + 1

Alglma.. eonseeneneias

a) La formula 2) se puede poner bajo la forma

--1-l( M, � I - M, )Ar !- 1

y segun 1) tendremos que

bay que tener presente que homos aupuesto que uo existan cargas entre los limi
tes (r - 1) Y (r + 1).

* Esta relacidn sencilla puede deducirse tam bien directamente de un funicular de las

cargus, el que sera una recta entre r - 1 r + 1 pOl' el heche de no exiatir cargas entre estes

Hmites.
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Para una carga aislada se obtiene entonces la relacion 3), que tambieu re

sul ta directamente considerando el significado de V, y V, + i .

3) Las linea. de influwcia para V, !I V, + 1 coinciden, en general, en todo SU

rayecto separd"dose solo dentro de los pano» ,I., y ,I., + 1.

Si como sucede generalmente ,I., = X, -I- 1 (easo de fig. 1) entonces la relacion

enunciada vale tarnbien pam las lineas de inUuencia de los productos V,
.

X, Y

V, + 1
• X, + " como 10 indica la fig. la). Aqui In recta inclinada, de puntas, del

pano X, + 1 corresponde a los productos V, + i ' X, + r .

'I'omemos una carga aislada P a plomo del nuda (I'), tenemos que:

Y si los panes son iguales y de iongitud X

V, X - V, + 1 X = P ,I.

Por esto, llamando t, y t', respectivamente las ordenadas de las lineas de

inUuencia para V, X Y V, + 1 '\*, a plomo de (r) es valida la relacion:

3) t,· + t'. = P X = Ct,

segun esto Be tiene:

3a) Los »ertices de todas las linea" de influencia para V X, entre dos apoyo.

vecinos, estdn sabre dos lineae cu-ya distancia medida »ertiealmente (t + t') es cons

iante e iglt"l a P X. Aquell.as dos lineas SO>l la .. linea" de influencia para las paiio«

contiquos II los apoyo8.

Segun esto, dada Ia linea de influencia V ,I. para Ull pano, sea la V, ,I., se

pueden deducir de ella todas las lineas V X para los panes restantes.

b) Aplicando la ecuaei6n 2) a tree nudos coutiguos de un sistema enrejado

(fig. 2) tales como (r - 1) Y (r), que son doa nudos consecutivos que reciben las

cargas, y 81 nudo (1") de la cabeza no cargada, tendremos:

* Para una carga en (r) se tendria: Vr + 1 ), = - er
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Apliquemos esta relaeion a las lineae de inlluencia para lOB casos en que la

carga aislada se encuentre precisamente en el punto (r - I) Y en (r) respectiva
mente; se deduce que la parte recta de la linea de inlluencia, para M,', compren
dida entre los puntos (r-1) y (r) pasa por ,el punto de intersecciou de las lineas

de influencia para M, _ 1 Y M,. Esto se comprende por el hecho de que una carga

{r'}

situada a plomo de dicho punto debe producir momentos iguales en (r - 1) y (r)
o sea

La representaci6n grafica de estos ultimos, en una area de nromentos, dara
entre eB08 limites una recta paralela a la linea de referencia 0 de cierre del

funicular de lOB momentos y por esto tenemos:

M,' = M,-1 = M,

c) Oomo casi en todos lOB puences, las luces A son iguales para toda la viga,
resulta de la formula 2) con las mismas hinotests de carga:

M, + 1 - M, = M, - M, _ 1 = t

Tomemos ahora una carga aislada y fija actuando en el nudo (m), y un nuda

(r) rnovil (variable) situado una vez a la izquierda y otra vez a la derecha de (rn).
Si Be consideran sucesivamente las lineas de infiuencia de los M para aquel nudo

(r), se deduce la siguienle propiedad tan importante, para determinar gridicamell
e Ias lineas de influencia para los dislintos nudes:
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4) Las lineae de infiueneia de los M correspondientes a los puntas (r) situados,
ya a la izquierda, ya a la dereeha de un nuda (m), intercepian sabre la v.rtical que
pasa por ese nuda (m) irozos respeciioamenie iguales a t y a 1'. (Veanse las figuras
3, 4 Y [) que Be refieren al caso del nudo m = 2).

§ III.-ApUcaelOn de las reiaeiolles dedneidas R vigas
simples y continnas

a) VIGAS SlMPL�;S

En la figura 3 se han dibujado las lineas de infiuencia para lOB momentos de
flexion de una viga libremente apoyada con seis panos iguales y para los nudos

Fi�. .3

T
.
,

,
� .
....

�ij,
n'
«:
�:

.

-,

0,1,2, '

deducidas.

6 Y en ella se pueden comprobar fitcilmente las relaciones antes
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La linea de influencia para un nndo por ejemplo: M3, e8 un triangulo cuyo

vertiee queda a plomo del nudo (3) y cuyos lados a. y bs interceptan sobre las

verticales que pasan por 108 apoyos (0) y (6) un segmento:

-- X3 3A
(0) 3, = -1-

. It = --1-
. It

En la figura 3 ee adopt6:

It

1m

Unidad de fuerza

Unidad de longitud
- I,D

por 10 eual resulto:

(0) 30 = 1,5 X3

b) TRA&lO IN'rERMEDIO DE UNA vIGA CONTINUA

En la figura 4 se han dibujado las Iineas de infiuencia para un tramo inter

medio de una viga continua.

Supongamos que la luz entre dos apoyos vecinos se haya dividido en 8 pa-

110s iguales A (en las Figs. 4 y 5 tenemos s = 6).

Designemos abreviadamente por Er la linea de influencia del momento en

el nudo (k) y por E�I y E� las lineas de influencia de momento correspon

dientes a los apoyos de un tramo.

De acuerdo con el teorema 1, Is diferencia de dos areas de influencia conse

cutivas E:�1 y E� representa el area de infiuencia de V, A, (designada pOI

E;'i)
Esta area V, A" dibujada para el pano )..3, eata sombreada con achuradc

vertical en las figuras 4 y 4a (vease tambien la Fig. 1).
Considerando 10 expresado mas arriba y los teoremas 3a y 4 se obtiene I!

senci lla relaci6n:

5) En un muio cualquiera (m) In ordenada correspondienie {;: } de la II

nea EV i... igual al segmento interceptado sobre la ordenada que paRa par Cm) po:

{EM basta E" �las liueas de influencia � �, siendo siempre
F.;., hasta E;

(formula 8).
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[Los segmentos t y t' de la Fig. 3, pueden tomarse tambien de la linea de
influencia para V A dibujada debajo, como puede verse en el nudo (m) = (2) J

Con esta importante relacion 8e pueden resolver f!leilmente los siguientes
problemas:

1+

Pr"blenlll 1

Se dan dos lineas de influencia cualesquiera correspondientes a dOB nudos
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vecinos, sean por ejeruplo: E�1 y E!', se pide encontrar las lineas de infiuencia

para los dernas nudos del tramo.

Las diferencias entre las ordenadas de las dos Iineas de infiuencia dan inme

diatamente las ordenadas para la linea Ei- A
en la siguiente forma: a la iz·

qurerd> del nudo (3) los sigmentos 1', en (3) y a la derecha de (3) los seg
mentes t.

Los segmentos restautes se determinan porIa relacion tm + I'm = P.A, con
10 cual quedan determinadas todas las linens de influencia del tramo, incluso las

linens EV A
para los demas panes.

Problema 2

Se dan E�1 y E:' [= para una seccion infinitamente proxima a la derecha

do (0)]. Fig. 4. Se pide determinar las dernas lineas de infltiencia.
Primeramente se determinan los complementos I' de los trazos t dados

(ordenadas de E:' ) , con 10 cual quedan definidas las demas lineas de infiuencia
V' M MAyE' , incluso E, .

Para obtener las Iineas EM Be deduce, pues el sencillo metoda que va a con

tinuaoion:

Se aplica sobre la vertical de un nudo (m) (veuse m = 2) el trazo tm desde

E� ill veces bacia abajo y desde el pun to final � asi obtenido se aplica el trazo

em m' = (s - m) veces hacia arriba.

En los primeros puntos de division se obtienen las intersecciones con 1a vertt

cal de (m) de las lineas E� hasta E� yen los tlltimos,Ias intersecciones con la

vertical de (m) de las lineas E�+l hasta E�.

ProbleDla 3

Se dan las lineas de infiuencia para lOB momentos de apoyo E� y E� ; se

pide determinar las dcmas lineas de infiuencia.

Designemos I. dilerencia entre las ordeuadas de E!1 y E� en el nuda (m)

por dm = 1\I;:' - 1II;." ( debiendo tomarse los valores absolutes de estas ordenadas

M:," y 11;.")
Segun la Fig. 4 (vease nuda (m) = 2) y la relaci6n 5 y designando s - m

por m' se obtiene para la vertical que pasa por el nudo (m):

mt., = (s - m) t'm + dm = (s -- m) (P A - tm) + dm
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de donde:

stm = (s - m) P A + dm = m' (P;..) + dm

4 '.

(P ;I.) +

- tm=
m

( P A) .

s

Segun estas formulas es Iaeil determinar graficamente los trazos tm Y t'..
partiendo de dm, como expllcaremos eu seguida:

En I" Fig 4a dibujese (0) 0' = (6) 6' = P A ytracense 0'(6) y (0)6'. Los

segmentos intereeptados por estas paralelas sobre la vertical de un nudo (m)=(2)
por ejemplo; tienen los seguientes valores:

m 2
(P A) = 6 P ;I. para 61 trazo que quda sobre el eje de referencia ys

�' (P A ) = : P A para el trazo inferior

Apltoando ahora
d,

= desde los extremos de estos dos trazos y2

-7
en el sentido de 0 6 (considerando la diferencia 06 de los mementos de apoyo
como trazo dirigido) se obtienen inmediatamente las ordenadas t' 2 Y t2 Y por
consiguiente tambien dos puntos de las lineas EV l.

Segun 10 dicho anteriormente, una vez obtenidas las lineas EV l quedan
determinadas las demas IIneas EM.

En el oaso que obre una fuerza fuera del tramo In considerado se obtiene
para VA, seglin Ia figura, la relaelon:

I
. . .. (M, - IIIol
En

•

* ,(n y Sn se refleren eu eate caso al tramo In con las lineae de influencia consideradas,
Veanse tambtdn las primeras eenectooee del capitulo II.
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De aqui Be deduce:

5) ......... V (M, - Mo)
J

=

r;;- (M, - Mo)

Como las ordenadas de EV l en los tramos vecinos al considerado In son

generalmente muy pequenas conviene mas calcular la influencia sobre lOB valo
res V, de cargas aituadas fuera del tramo In, colocando en la ecuacton anterior

109 mayores valores de las ordenadas de E�I y E� .

.
c) TUHIO �'INAI, DE UNA VlGA CONTlGlfA

Si el tramo considerado de III viga es un tramo final y el apoyo izquierdo (0)
es el apoyo en el estrtbo, la linea E: coincidira con el eje de referencia (eje de

las abcisas) y se obtiene el caso representado en las Figs. 5 y 5 .. , para el cual
subsisten todas las relaeiones mencionadas anteriormente.
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Ahara bien, si se tama dm = l\I�n - )1;: 8e debe cambial' el signo de dm

en las formulas 4). Asi resulta:

m'
(P A)

dm

\
tm = -

B s

4,,) .. .. .......

I t'm= m
(P. h)

dIll
+

8 S

POI' medio de estas formulas se han determinado graficameute en la Fig. Da}
los trazos t2 y t' 2 partiendo del valor d,.

De las relaciones entre las figuras [} y 5a) se deducen, adernas, las siguientes

propiedades que pueden aprovecharse para comprobar la exactitud del dibujo:

Las ordenadas entre la linea 1",:1 = E:1 S el ejc de refencia (0)6 son 8 ve

ces (6 veces) mas grandee que las ordenadas entre EZ A
Y Ia recta (0)6'.

Si haeemos rotar la recta (0) 6 alrededor del punta (0) hasta la posicion

(0) (6) (eje de relerencia) y se quiere conservar la [misma razon entre ordenadas

ya mencionada, debe hacerse rotar el eje (0) (6) de EM alrededor del punto

(0) hasta una posicion g, tal, que la recta g intcreepte sobre In vertical del

nudo (1) una ordenada igual a P A.

Como P A = II -I- t', y II se mide desde el eje de referencia (fig. [> de

arriba), se deduce, ademas, que las rectas g y (0) 1 del primer pano A, in

terceptan sabre la vertical del nuda (1) un segmento igual at".
Ademus se deduce fitcilmente que el punta CTm, intersecci6n de la prolonga

cion de un lado de E�'!· perteneciente al pano Am can el eje de referencia, est"

situado en la vertical del punta CT'm interseeoion del lada carrespondiente de III

linea E: can la recta g.

[ En la Fig. ba se han determinado los puntas 0'3 y CT, ].
Adermis las partes de las lineas EM que partiendo de (0) descienden hasta

los vertices in feria res m e interceptan los segmentos t' son afines entre sl y el

eje de atinidad es g.
•

Para las partes de las llneas EM que desde los vertices inferiores ascienden

hacia la derecha y que interceptan los trazos t, el eje de afinidad coincide con el

eje de referencia (0)(6). Los elementos de un pane Am ( par ej. A,) de las lineas

E)-I cortan al eje mencionado en un punto T'm,

* Cuando ee tienen varias flguras cuyos Jades anlilogos ccnvergen a un punto y los dis

tintos puntos de convergencia se encueutran sobre una recta, ee dice entonces que las flguras
son efinea. La recta que coutiene los eentrns de convergencia se llama eje de sfinidad de las

fig-urns cflnes.
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Este punto T'm, el punta Tm, interseccion delelemento correspoudiente de

Ia linea E;" can el eje (0) (6) Y el punta de intersecci6n del elemento correspon

diente situadc en el pane Am de la linea E�I con una recta g', paralela a g y

trazada pOl' (6), se encuentran sobre una misma vertical. (En la fig. 5 se tiene el

caso para Am = A4 ).

Aqui haremos notal' que la linea E;' no es mas que la linea de influencia

de la reacci6n del apayo extrema (0), cuyus ordenadas estan atupliflcadas por A,

puesto qt16 el estuerzo de corte Vo en una scccion infinitamentejpr6xima a ill, de

recha de (0), ea siempre igual a la reaccion de apoyo en (0).

§ IV.-I)eterminaeion de los punto8 ftjos, de las lilleas de inllneneia

de los momento!! en los apoy.." y de las reaceiones de apoyo

en vi�a8 eOlltignRs.

La determinacion mae sencilla de dichas lineas se obtiene aprovechando la

posicion de lOB puntos fljos, tanto en el caso de una viga COIl momenta de iuercla

couatante, como en el caso que este sea variable.

Llarnamos puntos fijos de un tramo 108 puntos de inflexion de la elastica del

tramo en el caso que sabre el tramo no obre uinguna fuerza exterior.

a) DE'fElIMtNActoN onAFICA DE LOS PUN'rOB Fl.108 EN UNA VLGA

DE SEOOION VARIABLE

No trataremos la solucton de este problema para el caso de una viga de sec

cion constante porque aparcee en todos 108 libros sobre vigas contiguas (Muller

Breslau, Ritter, Cart y Portes, etc.).
EI procedimiento general que damos aqui 8S aplicable tanto a una viga de

alma llena como a una viga enrejada, de secciou variable.

Explicaremos el metoda pOI' media de un ejemplo, resolviendo el problema

para una viga cantigua sobre cuatro apoyos (0), (1), (2), (3), de trea tramos II,

Is , I, (fig. 6).
Ademas daremos pOl' sabida Ia determinacion de la elastica para vigas de

alma llena y emejadas.

Supongamos como superficie de mementos sobre los dos primeros tramos

I, y 1, un triangulo cualquiera cuyo vertice quede sobre el apoyo intermedio (1).

Dibujernos en scguida, siguieudo el procedimiento de Mohr, la elastica correspon

diente a esa superficie de momentos, como poUgono 0 curva funicular de ctertas

fuerzas w, dependicntes del area de mementos y del trabajo interne de deter

macion.

Sean W': y W"I las resultantes de las fuerzas '" correspondiente a los tra-
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mos I, Y I., respeetivamente y sea R, la resultante de los w de ambos tramos

(R, = W', + W", ).
La posicion de eada una de estas tres resultantee se encuentra sencillamen te

por intersecci6n de lOB lados extremos del funicular correspondiente 0 par las

tangentes en los puntas extremos en easo de eonsiderar la curva.

Exaetamente 10 mismo se hace can los tramos I, y 1" eonsiderando a (2}
como apoyo interrnedio Y Be encuentran las fuerzas W'2 , W"2 y R2 y asl se sigue
hasta llcgar at 011'0 extrema de la viga,

Apliquese ahora el metoda conocido tamando en lugar de las «oeriicales del

tercio de Ia lee» las lineas de accion de las ruerzas W y en lugar de las «oerticales

trasladadas de apoyo» las lineas de accion de las resultantes R y se obtendran in

mediamente les puntas fijos izquierdos F y lOB derechos F',
Can mayor sencillez aun y sin recurrir al metodo ya meneionado se eneuen

tran los puntos fijos de la siguiente manera:

Sean 0" I" 2, los puntas del primer funicular que se encuentran a plomo
de los apoyos (0), (I), (2) cUYOS lados extremes designaremos por S', y S", .

Sean l s , 22, 32, 8'2 I H"2 los mismos puntos y rectas correspondientes del

segundo funicular. Etc.



JUAN VILLALOBOS 1(. 63

Entoncea la interseccien de la recta 0, 11 can S", esta situada sabre la
vertical de F,.

Si (F,) es la interseccion de la misma vertical can S'" la recta (F,)
2, corta a Ia recta S", en un punta que queda sabre la vertical de Fa; etc.

De la misma manera Be procede empezando desde el apoyo extrema derecho

y se obtendran asi los puntos fijos derechos F'.

So trazara la recta 32 22, au interaeceion con S' � fija lOB puntos F' 2 Y
(F', ) .

Deapues se trazara la recta (F'2) h cuya intersecci6n can S'l define el

punta F', como se indica en la figura.
La demostraeion de este segundo metoda se reduce a un sencillo problema

de geometria plana, como puede verse si ae cornpara 13 nueva construccion can

la ya dibujada debajo.

OBSERVACION

Como los lades extremes de las elasticas en forma de lunicularea de cada
dos trnmos veciaos, no representan otra cosa que las proiongaciones hacia atrits
de las elasticas de lOB tramos adyacentes, imaginados rigidoa y sin carga, se de
duce que para las vigas enrejadas debeu tomarse en cuenta tambien las fuerzas
'" que obran en los nudos de apoyo.

Sol.mente para el primer y ultimo apoyo es indiferente tomar a no en cuen

ta las fuerzas w que alii actuan, porque la posicion de los puntos rljos es indepen
diente de ellas. Uno puede convencerse f,iciimente de 10 afirrnado, haciendo un

dibujo a mana alzada de las elasticae.
La fuerza '" que obra sobre el nuda del apoyo intermedio de dos tramos ve

cinos, (par ej.: la fuerza '" que obra en el punto Ir de la primera elastica) puede
contnrse (en caso de enrejado) como perteneclente al tramo izquierdo a al dere
cho, indiferentemente, para determinar las resultantes parciales W' y W". Ell
ambos casos se lIega a la misma posicion de los puntas fijos, como puede verifi
curse tarnbien con auxilio de un esquema.

b) L,iNEA D{o� INF'LUI!:NCIA DE UN �fOlfENT() DE APOYO

De las relaciones generales entre las lineas elasricas y las lineas de influen.
cia, deducidas del teorerna de Maxwell, resulta que la linea de inftuencia de Irs
momentos en uu punta A de una vig"a. puede interpretarse COTl]O la elastica- que se

obtiene imaginando iuterealada en el punta A de la viga una artieulacion y apli
cando en el extreme A del trozo de Ia izquierda un memento igual y de signa
eontrar io al que Be aplica en el extreme A del trozo de In derecha. El valor de
esto memento debe ser tal que el augulo de la rotacion relativa de las d08 seccio-
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nes en A sea de Ia magnitud P = 1 (es decir: igual ala magnitud represcntativa
de la carga movil P = It ).

EI angulo de la rotaeion relativa queda definido gn\ficamente por la distan

cia entre las tangentes trazadas a las des elasticas en el punto de articulaeion hi

potetico y medida sobre la ordenada trnzada a la distancia 1 del punto de rota

cion.

"ir<;,-----

Aplicacion de 10 anterior (1, la linea de i'nflnencia del 1110mento 1\1(.', corres

pondiente al apoyo C de la viga continua con 5 tramos desipuales, represeniada en

la Fig. 7:

Imaginemos interealada en el punto C de la viga una articulaci6n y supon

gamos que, sin variar las ccndtcioncs de apoyo, han girado las secciones C en

sentido contrario por la aplicacion en C de momentos iguales y de signo con

trario.

Bajo estas condiciones se obtiene la elastica dibujada en la figura 7a), que

puede considerarse como la linea de influencia E!I.
La ordenada e, entre las tangentes bi y b2 trazadas en el punto C, me

dida a la distancia horizontal 1 ill de C es la representacion grafica de la earga
unitaria movil P = It Y al mismo tiempo es la unidad de medida (= 1 tm) para
las ordenadas de la linea de influencia.

Si llamamos ei y e, las ordenadas que quedan entre b- , bs Y el eje de reo

ferencia ()�, medidas a la distancia 1 de C, a la izquierda y a la dereeha, res

pectivamente, tendremos:

e Itm

(Continuara) .




